Trocha historie uvodem

Chceme-li se naucit néjakou ¢ast matematiky a chceme-li porozumét jejimu
vyvoji, musime se alespon kratce seznamit s tim, jak vznikly jeji jednotlivé
zakladni pojmy a jaka byla jejich role jesté pred tim, nez nabyly zasadniho
vyznamu. Nésledujici fadky popisuji ,,prehistorii“ trigonometrickych rad
a maji spiSe intuitivni a motivacni charakter.

Uvod

Velmi zndma a ¢asto zmifiovand prace [26] J. B. FOURIERA (1768 —1830) rozhodné
neni prvnim pramenem, ve kterém se objevila vyjadfeni funkci pomoci soucti
trigonometrickych fad. Takovych vyjadieni pro jednoduché funkce bylo znamo jiz
nékolik desitek. K jejich odvozeni byly uzivany rtizné, ¢asto ponékud komplikované
metody, pro které bylo inspiraci analogické zachézeni s mocninnymi fadami. Takto
nalezené vysledky souvisely zpravidla s aplikacemi matematiky ve fyzice, jako
napf. pti zkouméni chvéni strun.

Velmi zhruba feceno, budeme se zabyvat fadami funkci a jejich konvergenct.
Nas vyklad presto zacneme v dobé, kdy se o konvergenci piilis nedbalo a kdy se
o ni ani mnoho nevédélo. Tak napf. L. EULER (1707 -1783) v jedné ze svych praci
postupoval takto: Do zndmého vzorce pro soucet geometrické rady

- 1

k _
E 2= 2] <1, (1)
k=0

dosadil za z vyraz e = cost +isint, t € (0,2n). Upravou a porovnanim realnych
¢asti obdrzel rovnost
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a porovnanim a dpravou realnych Casti vyrazii na obou strandch této rovnosti
dostal rovnost
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Ctenar jisté tusi, Zze dosazeni e’ za z rozhodné neni korektni, nebot |e®| = 1,
zatimco vzorec (1) plati jen pro | z | < 1. Skutec¢né, snadno se presvédéime, Ze prvni
fada na levé strané (2) diverguje pro v8echna ¢t € R. To lze ukdzat napf. takto:
Budeme piedpokladat, Ze je splnéna v bodé ¢t nutnd podminka pro konvergenci
fady limp_ oo cos kt = 0. Potom je také limy_ oo cos? kt = 0 a snadno zjistime, Ze
pro k — oo odtud plyne jednak

1 — cos2kt
_—

sin?kt =1—cos®’kt — 1, azarovenn sin®kt = 5
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Nalezeny spor ukazuje, ze fada (3) nekonverguje pro Zddné t € R.
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Pokud vsak budeme bezstarostné integrovat rovnici (3) ,¢len po élenu®, do-
staneme rovnost

k=1

a z ni dosazenim ¢t = 7/2 obdrzime pomoci vzorce pro soucet Leibnizovy fady
Cy = w/2. Dostaneme tak rovnost
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Tu nachézime v Eulerové Diferencidlnim poctuzr. 1755 (viz [21]), psal o ni vSak jiz
o rok diive v dopise CH. GOLDBACHOVI (1690—1764). Ptivodni Eulerovo odvozeni
pozdéji u D. BERNOULLI (1700-1782) v pracich souvisejicich s kmitdnim strun
z let 1771 — 1773. Bernoulli mj. patrné jako prvni poukézal na to, ze (4) plati pro
t € (0,2m). Postupoval dokonce i dale: ndsobenim kazdé strany rovnosti (—1) a
dalsi integraci ,,Clen po ¢lenu® odvodil vztah
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Dosazenim dvou hodnot ¢ = 7/2 a t = w dostal rovnice
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z nichz druhou délil 4 a porovnal obé pravé strany. Tak obdrzel rovnici

372 Cy 172
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ze které plyne Cy = —72/6. Dosadime-li nyni do (5) za Cy nalezenou hodnotu a
polozime t = 0, ziskAme sprdvny vysledek 1)
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PovS§imnéme si je$té vzorcl pro vypocet koeficientii v rozvoji funkce v trigo-
nometrickou fadu. Ani ty se neobjevily ve Fourierové préci, k niz se jesté né-
kolikrat vratime, poprvé. Nyni si jen stru¢né pripomeneme sled, ve kterém na-
byly postupné dilezité role. Cesta k integralnim vzorcim pro koeficienty fad byla
v zasadé dvoji: vyplynuly jednak limitnim prechodem z interpolac¢nich vzorct pti
cesté od piibliznych vyjadieni k pfesnym hodnotdm (zde vyvoj ovlivnili zejména
J.L.LAGRANGE (1736—1813) a A. CLAIRAUT (1713—-1765)), jednak piimou ces-
tou integrace fady ¢len po €lenu. Tuto druhou cestu sledovali J. D’ALEMBERT
(1717-1783) a Euler. D’Alembert dospél k takovym vyjadienim pii studiu roz-
voju funkei (1 — cosnt)™® r. 1754. Ve stejném roce Clairaut dospél k piedstave,
ze ,libovolna“ funkce f, dokonce i takové, kterou nelze vyjadrit algebraicky, se
da rozlozit v fadu

f@) :Ao—l—ZZAkcoskt,

k=1
jejiz koeficienty lze urcit pomoci vzorct
1 2
Ap = — (v)coskvdv, k=0,1,2,...
27 0

1) Tuto fadu jako prvni secetl r. 1736 Euler. V dnesni dobé existuje mnoho cest, jak soudet
této fady urcit. Nékteré jsou velmi dumyslné a témér elementarni.
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Zde se vSak dostavame bez hlubsiho pohledu a pfesnéjsiho vykladu zbytecéné da-
leko. Proto historii ,,predfourierovskych“ vyzkumu trigonometrickych rad uza-
vieme. K dalsimu vyvoji se podrobnym komentaifem vratime pozdéji.

X K X

Uvedenymi ukdzkami jsme chtéli ¢tenédfi pfiblizit, jak bezstarostné se s (trigono-
metrickymi) fadami v 18. stoleti zachdzelo. AvSak ani v dal§im stoleti se situace
dlouho nezlepSovala. A tak jesté r. 1826, ¢tyfi roky po vydani Fourierovy Ana-
lytické teorie tepla [26] napsal N. H. ABEL (1802—1829) v dopise z Pafize svému
byvalému uéiteli: Divergentni fady jsou ddbelskym vymyslem a je ostudné zakld-
dat na nich jokykoli dukaz. Pomoci nich lze odvodit jakykoli potrebny zdver, proto
vedly k tolika klamnym vysledkum a paradozim. Stal jsem se k tomu vsemu abnor-
malné pozornym, protoZe s vyjimkou geometrické rady neexistuje v celé matema-
tice snad jind rada, jejiz soucet by byl urcen korektné. Jinak Teceno, v matematice
maji nejdulezitejsi veci ty nejhorsi zdklady. Je pravda, Ze vysledky jsou vétsinou
sprdavné, to je na tom nejdivneéjsi.

I kdyz budeme vyklad casto doprovézet historickymi pozndmkami a piiklady,
nebudeme postupovat chronologicky. Pokud se ¢tenaf zajimé hloubéji o historii,
knizka by ho v tom méla povzbudit. Spolu s A. WEILEM (1906 —1998) véfim, Ze
s otazkou Pro¢ historie matematiky ? je takika neoddélitelné spjata otdzka Proc
matematika? a Ze tuto otazku neni tfeba potencidlnimu ¢tenéii knizky zodpovi-
dat, nebot jinak by patrné tuto knizku ani neotev¥el.

Je tu ale jesté jeden silny divod: maloktera ¢ast matematiky ovlivnila vyvoj
ostatnich matematickych disciplin vice nez pravé Fourierovy Tady. Na pudeé jejich
studia vznikla jemnéjsi kriteria konvergence fad, daly podnét pro vytvoreni Rie-
mannova a ¢astecné i Lebesgueova integralu i pro vznik Cantorovy teorie mnozin.
Tento vycet zdaleka neni tplny, nyni jde spiSe jen o ilustrativni ptiklady. Podrob-
néji je tento vyvoj popsan v Dodatku. A tak fada zdénlivé cizorodych poznatka
a metod, znamych ¢tenafi odjinud, které ndm budou poméahat pfi studiu teorie
Fourierovych fad, spiSe naopak vdéci témto fadam za svtij vznik nebo rozvoj.

Zminujeme-li se o tvircich jednotlivych pojmi ¢i vét, zdaleka nejde o otdzku
zéasluh nebo priorit. Jednotlivé osobnosti, jakkoli jsou jejich vysledky a prace vy-
znamné, nejsou tim, nac¢ by se mél ¢tenaf pii ¢etbé tohoto textu sousttedit. Jeho
poslanim je pokusit se pfiblizit ¢tenafi jednu z nejkrasnéjsich partii klasické mate-
matiky. Pokud pii jeho Cetb€ ziska nejen par zakladnich matematickych poznatki
a pochopi slozitost celkového vyvoje matematiky a jeji role v kulturni historii lid-
stva, bude tim jeho hlavni cil naplnén.






Kapitola 1

Co budeme potrebovat

V této kapitole pripomindme nékteré poznatky, které v dalsim vykladu
potrebujeme. Vyspélejsimu ¢tenaii bude stacit patrné jen nahled na jeji
jednotlivé ¢asti a v pfipadé potfeby se muze k nékteré jeji casti vratit. Vse
kromé vykladu tvrzeni o stejnomérné aproximaci je zcela standardni.

1.1 Pripravné uvahy

7 déle uzivanych poznatki uvadim podrobnéji pouze ty, které povazuji za dilezité,
jde spise jen o nékteré timluvy a stabilizaci oznaceni.

Symboly N, Z, Q, R, C budeme po fadé uzivat k oznaceni obort vSech pfiro-
zenych, celych, racionélnich, redlnych a komplexnich ¢isel, pficemz No = NU {0}.
Budeme predpokladat, ze ¢tenaf je jiz seznamen s nékterymi matematickymi po-
znatky, probiranymi v zdkladnich kurzech matematické analyzy. Tak napft. za-
kladni pojmy a tvrzeni o metrickych prostorech a (normovanych) linedrnich pro-
storech budeme povazovat za zndmé. K pripomenuti sta¢i nahlédnout do vhod-
ného uéebniho textu, napf. do [69].
stejnomérné konvergenci posloupnosti a fad funkci, a o zékladnich vlastnostech
integrali. Usporadani latky je voleno tak, aby jeji podstatnéd ¢ast byla srozumi-
telnéd s pouhou znalosti integralu z omezené spojité funkce na omezeném intervalu,
avsak k pochopeni celé latky je znalost Lebesgueova integralu nutna.

1.2 Komplexni ¢isla a funkce

Budeme uzivat bézna standardni oznaceni. Redlnou a imaginarni ¢ast komplex-
niho ¢isla z budeme znacit Re z a Im z; ¢islo komplexné sdruzené k z znacime z.
Analogické oznaceni pouzivame i pro funkce. Ve zna¢né ¢ésti textu budeme pra-
covat s funkcemi redlné proménné, avsak mocninné fady uvazujeme vzdy v kom-
plexnim oboru a pfedpokladame, Ze ¢tenaf zna jejich zakladni vlastnosti. Zejména
pripomindme Moivrav vzorec

e = coskt +isinkt, teR, keNy, (1.1)

ktery miize méné sbehly ¢tenadf povazovat pro piipad k = 1 téZ za definici e®.
Zrejmé je |e™| = 1. Jestlize vyjadiujeme z # 0 v goniometrickém tvaru z = re”,
jer >0 atjerealné ¢islo. VSechna t s touto vlastnosti jsou prvky mnoziny Arg z
a rozdil kazdych dvou prvkid této mnoziny je celoc¢iselny nasobek ¢isla 27. Funkce
e’ proménné ¢ je na R nekoneénékrat diferencovatelnd 27-periodicka funkce.
Casto se budeme zabyvat stejnomérnou nebo lokalné stejnomérnou konver-
genci na mnoziné A, pro které budeme uzivat oznaceni = a podobné =,.. Ve

druhém pripadé musime mit samoziejmeé k dispozici moznost definovat okoli bodi
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mnoziny A. Pro e-okoli bodu z budeme uzivat ozna¢eni U(z, ). Pfipomeiime, Ze
pouzitim Borelovy pokryvaci véty snadno dokazeme, ze lokalné stejnomérna kon-
vergence na lokédlné kompaktnim metrickém prostoru P (a tedy napf. na C) je
ekvivalentni se stejnomérnou konvergenci na vsech kompaktnich podmnozinach
P; proto byva téz nékdy nazyvana kompaktni konvergence.

Nutnou a postacujici podminku pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti
funkei { f,,} popisuje nasledujici tvrzeni, ozna¢ované bézné jako Bolzano-Cauchyho
podminka;:

Lemma 1.2.1 (Cauchy 1853, Weierstrass 1861). Posloupnost funkci {f,}
konverguje stejnomeérné na mnoziné A, prdvé kdyz

(Ve > 0)(3k € N)(¥m,n > k)(Vz € A)(| fm(z) — fulz)| <e).  (1.2)

Nejjednodussim, avSak velmi dilezitym kritériem pro stejnomérnou konver-
genci 7ad funkci je tzv. Weierstrassuv M-test:

Tvrzeni 1.2.2 (Weierstrass). Necht Y -, fr je Tada funkci definovangch na
mnoziné A a necht sup{| fr(t)]; t € A} <My, k € Ny. Jestlize platiy ;- o M < oo,
potom Fada Y, o fr konverguje stejnomérné na A.

Pripomenme, ze toto kritérium stejnomérné konvergence je disledkem Bol-
zano-Cauchyho kritéria a odhadu, ve kterém pro p,q € N, p < g, leva strana
nasledujici nerovnosti konverguje pro p — oo k 0:

PIFACIED WFACIES SAAD
k=p k=p k=p

vvvvvv

shrneme do jediného tvrzeni:

Tvrzeni 1.2.3. Ke kazdé mocninné fadé s (komplexnimi) koeficienty cy, o stiedu
zo = 0 tvaru

Z cp2® (1.3)
k=0

eristuje jeji polomer konvergence R, 0 < R < +o0, tak, Ze plati

(a) jestlize je R > 0, potom v kaZdém bodé z konvergencéniho kruhu, tj. mnoZiny
U(0,R) = {z € C; |2| < R}, Tada (1.3) konverguje absolutné a v U(0, R)
lokalné stejnomérné k nekonecné diferencovatelné funkci;

(b) v kazdém bode z € C\ U(0, R) Tada (1.3) diverguje;
(c) pokud je R € (0,00), v kaZdém bodé ¢ konvergenéni kruznice
K(0,R)={z€C; |z| =R}

nastane pravé jedna ze t7i moznosti: bud tada (1.3) konverguje v ¢ absolutné
a pak konverguje stejnomérné v K (0, R) a tato konvergence je ve viech bo-
dech K(0, R) absolutni, nebo konverguje v bodé { neabsolutné, nebo v ném
diverguge. V téchto poslednich dvou pripadech nastdvd v kterémkoli z ostat-
nich bodi kruznice K (0, R) vidy jeden ze dvou pFipadi: tada v ném konver-
guje neabsolutné nebo diverguje.

Stejnomeérna konvergence je téz nastrojem, ktery umoziuje zdménu limitnich
procesti; pfitom tyto limity mohou byt ,schovany“ napt. v derivovani ¢i integraci
apod. Princip je popsan v nésledujicim tvrzeni.
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Véta 1.2.4 (Moore 1900, Osgood 1897). Necht I C R je otevieny interval a
2o € I. Necht {fn} je posloupnost (komplexnich) funkci definovangch na mnoziné
P =1\ {zo}. Jestlize plati

(1) fa=f na P,

(2) fn(z) — ap pro x — xo a pro vsechnan € N,
potom existuji (vlastnd) limity lim, oo an a limg, ., f(z) a jsou si rovny.
Dikaz. K € > 0 existuje k € N tak, ze pro vSechna m,n > k, m,n € N, plati

x € P = |fm(x) — fulz)] <€,

a tedy, po limitnim pfechodu z — xg, rovnéz |a,, — a,| < e. Odtud dostavame
konvergenci posloupnosti {a,}. Polozme lim a,, = a. Zfejmé plati

[f(@) —a| <[f(z) = fal@)] + [fn(2) = an| + |an —a].

Nyni lze volbou n € N dosdhnout toho, ze prvni a tfeti ¢len na pravé strané
nerovnosti je odhadnut pro véechna 2 € P pomoci /3. Potom zvolime § > 0 tak,
Ze pro prstencové d-okoli bodu xzy v P plati

(x € Ps) = |fulx) —an| < /3,

7 ¢ehoz uz lehce obdrzime dokazované tvrzeni. O

Dusledek 1.2.5. Necht existuje § > 0 a bod c € R tak, Ze
(1) ful(z) = fule) prox — c—, tj. fn jsou zleva spojité v bodé c,
(2) fu=s f na (e~ 6,0).

Potom je také f zleva spojitd v bodé ¢ alim,, . fn(c) = f(c); pFitom konvergence
fn k funkci f je stejnomérnd na (¢ — 6, c].

Budeme potiebovat i ,,jemnéjsi“ kritéria konvergence, kterd maji zaklad v jed-
noduchém, dnes standardnim triku, pochézejicim od N. H. ABELA (1802 — 1829).
Tato kritéria ndm umozni zkoumat i neabsolutni konvergenci fad. Jejich pouziti
byva slozitéjsi, v mnoha pripadech je vSak nezbytné. Pfipomeneme proto Abelovu
parcidlni sumaci podrobnéji.

Lemma 1.2.6 (Abel 1826). Necht jsou ddny posloupnosti komplexnich éisel
{ur}io, {ve}idy a ¢isla p,q € Z, —1 < p < q. Oznac¢me s,, cdstecné soucty
Sp = ZZ:O vk, 1 € Ng, a poloZme s_1 = 0. Potom plati

q q

Z UV = Z Sk(Up — Upt1) + SqUgt1 — SpUp1 - (1.4)

k=p+1 k=p+1

Diikaz. Pro vsechna k € N ziejmé plati:
upVg = Uk (Sk — Sk—1) = Sk (U — Uk41) + SkUK+1 — Sk—1Uk (1.5)

Vsechny tyto nerovnosti pro k =p+1,...,q seCteme a s ohledem na ,teleskopic-
nost“ souctu je

(Sp+1Upt2 — SpUp+1) + (Sp42Upts — Spr1Upr2) ++ + (SqUgr1 — Sg-1Uq) =

= SqUqg+1 — SpUp+1 -

Odtud obdrzime jednoduchou tpravou vzorec (1.4). (]
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Specidlné dostaneme pro nerostouci posloupnost nezapornych redlnych éisel {uy}
a fadu Y vy, pro jejiz ¢astecné soucty s, plati |s,| < M, odhad

q
‘ Z URVE ‘ < M (upt1 — ugg1) + Mugyr + Muppr < 2Mupy . (1.6)
k=p+1

Poznamenejme, Ze z (1.6) plyne i analogicky odhad zbytku fady po p-tém ¢lenu,
ktery budeme pozdéji jesté potiebovat:

o0

‘ Z URVL ’ < 2Mupts - (1.7)
k=p+1

Tvrzeni 1.2.7 (Abel, Dirichlet). Necht {ux(t)}32, je monotonni posloupnost
(redlngch) funkci a necht sn(t) = Y p_; vk(t) znacéi n-ty cdsteény soucet Fady
(komplexnich) funkci na mnoziné A. Potom Tada funkci

i wie(t) o (t) (1.8)
k=1

konverguje stejnomeérné na A, je-li splnéna kterdkoli z ndsledujicich podminek:

(a) (Abel): fada Y o | vi(t) konverguje stejnomérné na mnoZiné A a posloup-
nost {ur(t)} je stejné omezend na A, tj. existuje K > 0 tak, Ze pro vSechna
k€N a vSechnat € A je

lug(t)] < K.

(b) (Dirichlet) : posloupnost {u(t)} je nerostouci a konverguje stejnomérné na
mnoziné A k0 a 7ada o, vk(t) md stejné omezené édstecné soucty na A,
tj. existuje M > 0 tak, Ze pro vSechna n € N a vSechna t € A je

[sn(t)| < M.

Diikaz. V obou pripadech stac¢i ovérit Bolzano-Cauchyho podminku pro stejno-
mérnou konvergenci fady (1.8). Nejprve to udélame pro druhou z obou podminek
(Dirichletova podminka); podle pfedpokladt k € > 0 existuje p € N tak, Ze pro
vSechna s > p je 0 < us(t) < e/2M. Potom podle (1.6) plati pro vSechna ¢ > p a
vsechna t € A

q

\ 3 uk(t)vk(t)’ < 2Mupii(t) < e,
k=p+1

coz dokazuje stejnomérnou konvergenci fady (1.8) na mnoziné A pomoci Dirichle-
tovy podminky.

Nyni dokdZeme stejnomérnou konvergenci fady (1.8) na A pomoci Abelovy
podminky. Z pfedpokladt vyplyva, Ze existuje limy_, oo ux(t) = u(t) a ze plati
lu(t)| < K pro vSechna t € A. Snadno nahlédneme, ze fada >, ; u(t)vy(t) kon-
verguje stejnomérné na A. Staci tedy dokazat stejnomérnou konvergenci fady

Z (u(t) — u(t))vi(t).

k=1

Bez jmy na obecnosti miizeme pfedpoklddat, ze posloupnost funkei ¢, = (ur —u)
je neklesajici, jinak prejdeme k posloupnosti funkci —ci. Pro vSechna k € N
ziejmé plati | ¢ | < 2K. Ze stejnomérné konvergence fady Y, vi(t) vyplyva,
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ze k € > 0 lze zvolit p € N tak, Ze pro vSechna ¢ > p a vSechna t € A je
’ ZZ:p-i-l Uk (t)’ < e¢/2K. Pak vsak podle (1.6) snadno dostaneme odhad

q

| Y0 o) < (/2K) cpia(t) < e

k=p+1
tim je dtikaz celého tvrzeni dokoncen. O

Jiz v tvodni kapitole jsme se seznamili s tim, ze dfive se pocitalo i s diver-
gentnimi fadami. Zhruba po r. 1821 doslo vlivem Cauchyho k zasadnimu atlumu
zdjmu o divergentni fady. K jeho obnoveni pfispély prace E. CESARA (1859—-1906)
o nasobeni fad a v neposledni fadé studium konvergence Fourierovych fad spo-
jitych funkci. S pFislusnymi vysledky, publikovanymi r. 1904 v [23] L. FEJEREM
(1880—1959), se ¢tenat bude mit moznost v tomto textu sezndmit.

1.3 Divergentni rady

Ukazme na jednom pfikladu, jak se s divergentnimi fadami zachézelo a jak pred-
stavy o séitatelnosti postupné krystalizovaly. Ciselna fada

oo

d(-F=1-1+1-1+-- (1.9)
k=0

ziejmé diverguje. Rozpaky a zmatek vzbuzovaly tvahy typu
o=1-1)+1-1)+1-1)+---=1-14+1-141—-1+---=
=1+(-1+1)+(-1+1)+---=1.

Nékteré z nich vedou k néjakému ,souctu“ s, ktery se z rtiznych divodi zdal
y2rozumny“. Napr. pii dosazeni z = —1 do vzorce pro soucet geometrické rady

1—2

1 o0
—Z(—l)k:1+z+z2+z3+---
k=0

dostaneme s = 1/2. Oznadime-li symbolem s predpoklddany soucet této fady, je
s=1-141—---)=1-(1-141—---)=1-3s,

coz dava stejny vysledek; jiné tvahy pravdépodobnostniho charakteru, které vedly
k témuz ,souctu”, prezentoval napt. G. W. LEIBNIZ (1646 —1716). Viz téz piiklady
v knize [28].

L. EULER, ktery byl v manipulaci s fadami skute¢nym mistrem, véril, ze kazda
fada ma za ,soucet“ hodnotu takové funkce, z jejihoz rozvoje v mocninnou fadu
vznikne ¢iselnd fada dosazenim, bez ohledu na to zda dosazujeme body z kruhu
konvergence ¢i z dopliiku jeho uzavéru. Své presvédceni vyjadioval témito slovy:
,(...) kaZdd Tada musi mit urcitou hodnotu. Abychom se vyrovnali se viemi pri
tom vznikajicimi obtizemi, neméla by se tato hodnota nazyvat soucet. K tomuto
oznacent se vaze jeho chdapdni jakozto vysledku skutecného scitani, coZ neni mozné
u divergentnich 7Tad.“ Na jiném misté piSe: ,soucet kazdé Tady je hodnotou toho
konecného vgrazu, jehoZ rozvinutim prislusnd fada vznikd“ (1745). Toto je Casto
nazyvano Fuleruv princip.

Pfi zkoumdani operaci, které mély ,zrychlovat konvergenci fad (pozname-
nejme, Ze pro svoji pomalou konvergenci se napt. Leibnizova fada o souctu /4
k vypoctu m vibec nehodi), dospél Euler i k metodé, kterou lze popsat takto:
Je-li déna Fada >~ ax, utvofime &isla by,

by = be=ao+ (" Var+ (Faz ot (¥
O_G()u k;—(l() ].al 20/2 kaku
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a za jakysi zobecnény soucet fady Z:O:O ar povazujeme hodnotu

1 1 1 ad
iy A i § il A R
glot gt ghet kz:(:)

by,
2k+1 7

pokud ovSem fada v pfedchazejici rovnosti vpravo konverguje. Metoda vychazi z
piedstavy, Ze v mocninné fadé Y p- axz® hodnoté 2 = 1 odpovida pfi transfor-
maci

oz

14z

r=—7 , resp. y
l—y
hodnota y = 1/2. Dnes tento postup oznacujeme jako (E,1)-s¢itaci metodu.
Jakkoli se to muze zdat zacatecnikovi absurdni, je nékdy potfeba pracovat
i s divergentnimi fadami. V takovém piipadé€ se casto uzivaji scitaci metody. Jsou
konverguje k souc¢tu s, pritazuji ji jako ,novy soucet“ totéz ¢islo s; takova séitaci
metoda se nazyva reguldrni. Pokud se scitaci metodou zachovava soucet fady s
i v piipadé s = Fo00, nazyva se takova metoda silné reguldrni. Patrné nejzna-
méjsi s¢itaci metodou je metoda aritmetickych priméri, zaloZzena na nasledujicim
jednoduchém tvrzeni:

Lemma 1.3.1. Necht je posloupnost (komplexnich) cisel {ar}72, konvergentni a
plat? limg_,oo ar, = a, pak také
ap +a1 + -+ ag

li =a.
kinolo k+1 @

Diikaz. Staci dokazat, ze pro zr = (ar — a) plati: Jestlize limy . 2 = 0, pak
limg oo (20 + 21 + -+ 21)/(E+1) = 0. K € > 0 najdeme m € N tak, Ze |zx]| < ¢
pro vSechna k > m. Pro kazdé k € N, k > m je pak

ZO+21+"'+ZI€}<}ZO+21+"'+2m}+‘2m+l+zm+2+"'+zk <
k+1 - k+1 k+1 -
< |z0| + |21 + -+ |2m|  e(k—m)

- kE+1 kE+1

Nyni snadno najdeme n € N, n > m tak, aby pro vSechna k € N, k > m, byl prvni
ze zlomktl v pfedchézejici nerovnosti na pravé strané mensi nez ¢; tim jsme odhadli
prameér vlevo pro vSechna k > m hodnotou 2¢, ¢imz je tvrzeni dokazano. O

Jestlize uplatnime pfechod k posloupnosti primérd na posloupnost ¢astec-
nych souctt fady, pak jejich limita je rovna souctu fady, pokud fada konverguje.
Popsany postup tedy dava regularni séitaci metodu. Ta skuteéné netriviadlné zo-
bectiuje ,normélni soucet*, protoze takto se¢teme i divergentni fadu y_ -, (—1).
Abychom s¢itani pomoci s¢itacich metod odlisili od souc¢tu fady, pfipojujeme pied
znameni sumy néjaky znak. Popsand metoda je pojmenovana po Cesarovi, proto
uzivdme znak (C)->_. Snadno zjistime, ze

oo

> (-1 =1
k

=0

Jinou sé¢itaci metodu obdrzime prostfednictvim chovani mocninné fady, ktera
konverguje na konvergen¢ni kruznici. Konverguje-li mocninna fada (1.3) v bodé
konvergen¢n{ kruznice ¢ = Re'’, kde R € (0,00) a ¥ € R, je soudet f fady (1.3)
spojitou funkci vzhledem k tsecce spojujici body 0 a ¢. Na tom je zalozena Abelova
séitaci metoda, nebot disledkem zminéné spojitosti je regularita této metody.
Plati totiz tvrzeni:
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Véta 1.3.2 (Abel 1826). Necht( # 0 a fada > a,(™ konverguje. JestliZe ozna-
dime f(z) ==Y peyarz®, pak pro z € R plati

Tim f(2¢) = £(Q).

Dikaz. Je-li ¢ = Re™, lze nasobenim celé fady faktorem Re™ ¥ pievést obecny
piipad na piipad ¢ = 1. Potom Y ;7 jar = f(1) a staci dokazat spojitost f pro
x € R v bodé 1 zleva. Ta vyplyva ze spojitosti castecnych souctti s, fady a ze stej-
nomérné konvergence fady na tsecce (0,1] uzitim Dusledku 1.2.5. Nyni jiz staci
dokézat stejnomérnost konvergence s, k f. Volbou wvi(t) = ai dostaneme fadu
konstantnich funkei > vy, stejnomérné konvergentni na (0, 1], zatimco u (t) = ¢,
t € (0,1] je nerostouci posloupnost stejné omezenych funkcei; proto podle Abe-
lovy podminky z Véty 1.2.7 fada konverguje k funkci f, ktera je spojita vzhledem
k intervalu (0,1]. O

Poznamka 1.3.3. Predchazejici tvrzeni je zajimavé v piipadé, kdy fada v bodé ¢
konverguje neabsolutné, tj. lezi-li bod ¢ na konvergencni kruznici mocninné rady
Z;OZO arz*. Pii absolutni konvergenci jeho v§znam klesé, protoze pak je f spojita
vzhledem k uzévéru kruhu U (0, R). Pro s¢itaci metodu je podstatné, ze pfislusna
limita muZe existovat i v pfipadé, ze fada Y a,(™ diverguje. Pro oznaceni zobec-
néného souétu obdrzeného touto metodou uzivame oznaceni (A)-> .

Poznamenejme na zavér, ze dnes existuji sc¢itaci metody, pomoci kterych lze
,témeér“ tivodni Eulerovy pfedstavy o ,souc¢tu mocninné fady realizovat: Velmi
zhruba feceno, mocninna fada lze secist k hodnoté funkce, pomoci niz je defi-
novana, v tzv. Mittag-Lofferové hvézdé, ne vSak vsude v C, kde je tato funkce
konecna.

1.4 Integrace

Prvni hlubsi poznatky o integralu jsou tésné spjaty s teorii Fourierovych a trigonometric-
kych fad. V dobé, ze které pochéazeji prvni poznatky o (bodové) konvergenci Fourierovych
fad, byl k dispozici prakticky pouze integral z funkce spojité na omezeném uzavieném in-
tervalu a zachazelo se s nim v mnoha smérech spise intuitivné nez na podkladé rozvinuté
teorie.

Vznik rozvinutéjsi teorie je spojen s jménem B. RIEMANNA (1826 —1866), ktery
v praci [61], vénované trigonometrickym fadam, tzv. Riemanniv integrdl defino-
val. Jiz Weierstrass si uvédomoval, Ze tento integral je nedostacujici, avsak k dal-
$imu mezniku dospél r. 1903 na zdkladé mnoha dil¢ich vysledkd H. L. LEBESGUE
(1875—1941). Jim zavedeny Lebesguetiv integrdl je dnes nepostradatelnym néstro-
jem kazdého matematika. Nékteré zakladni poznatky o téchto integralech pfipo-
meneme.

Riemann byl prvni, kdo zkoumal systém vSech funkci, pro které ma bézna jim
uzivana souctovd definice integralu f; f smysl. Neni obtizné dokazat existenci
Riemannova integrélu z kazdé funkce f spojité na intervalu [a,b] (vyuziva se
stejnomérné spojitost f). Uziva se jednoduché nutné a postacujici podminky: ke
kazdému € > 0 existuje takové déleni D = {a =ty < t; < --- < t, = b} intervalu
[a,b], pro které je rozdil mezi hornim souétem S(f, D) a dolnim souc¢tem s(f, D)
libovolné maly. Oznacime-li

mg = inf{f(t); t e [tk,tk—l]}, My = sup{f(t); te [tk,tk—l]}7

a x charakteristickou funkei intervalu (tx—1, tx), pak jsou funkce

gp(t) =Y muxk(t), Gp(t)=> Mixk(t), te[a,b]\D
k=1 k=1
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definovany v8ude az na kone¢nou mnozinu D a jejich (Riemannovy) integraly jsou
rovny pravé souc¢ttm s(f, D) a S(f, D). V bodech mnoZiny D existuji jednostranné
limity obou téchto funkci; rozsifime-li gp v téchto bodech mensi z jednostrannych
limit v tomto bodé a Gp analogicky vétsi z téchto limit, hodnoty integralt se

nezméni a plati
b b b
gp<f<Gp a /QDS/fS/GD-
a a a

Takové funkce f, pro které lze [a,b] rozlozit na konecény pocet disjunktnich in-
tervalli, na kterych je f konstantni, nazyvame po cdstech konstantni. Neni ob-
tizné nahlédnout, %e popsanym postupem lze sestrojit posloupnost funkei {gx},
které jsou po Gastech konstantni, s vlastnosti g = f na [a,b]. Zfejmé pak plati i

f;gk — f; f, a také

b
klim / lgr — f|=0. (1.10)

Obecnéji, pro riemannovsky integrovatelnou funkci f € R([a,b]), lze sestrojit
analogicky posloupnost {gi} po ¢astech konstantnich funkeci tak, Ze opét plati
(1.10). S témito vlastnostmi Riemannova integralu vystacime.

Obratme se nyni k Lebesgueovu integralu. Mnozina vSech (lebesgueovsky)
méFitelnych funkei definovanych (skoro vSude) na méfitelné mnozing M C R™,
pro néz je konec¢ny integral

/ F@P du(v), (111)
M

zna¢ime L£P(M). Tato mnozina je s obvyklymi timluvami o operacich (soucet prvkii
LP(M) i jejich ndsobky jsou definovény skoro vSude na M a jsou to prvky LP(M))
a o tfidach funkci, které jsou si rovny skoro vSude na M, normovanym linearnim
prostorem, definujeme-li na ném normu pomoci

1910 = ([ 17 duw)

Prostor Ci(R™) tvoi{ hustou podmnozinu v prostorech £P(R™). Plati totiz toto
tvrzeni:

1/
" (1.12)

Véta 1.4.1. Je-li f redlnd funkce z L*(R) nebo obecnéji z LP(R), 1 < p < oo,
pak existuje k libovolnému € > 0 takovd spojitd funkce g s kompaktnim nosicem,

Ze je
° 1/p
15 =gl = ([ 15 =grar)” <<

Uvedend aproximacni véta patii ke standardnim tvrzenim, které se v teorii inte-
gralu probiraji; srv. [62], Véta 3.14 1).

Prostor £ (R™) viech (t¥id) lebesgueovsky integrovatelnych funkci na R™ lze
interpretovat jako zuplnéni prostoru Ci(R™); z tohoto zorného tihlu se jevi tvrzeni
predchazejici véty jako velmi prirozené.

Trochu podrobnéji pro jednorozmérny ptipad: Je-li Cx(R) systém vSech spoji-
tych funkei na R, které maji kompaktni nosi¢, lze systém L£!(R) vsech lebesgueov-
sky integrovatelnych funkci na R interpretovat jako ztplnéni metrického prostoru
Ci(R) v metrice

p(£.9) =/|f(t)—g(t)|dt,

1) Pokud &tenaf nezna tuto vétu, mize zvazit jeji vztah k Luzinové véte.
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kde integrujeme pres libovolny kompaktni interval, ktery obsahuje oba nosice
funkei f, g. Toto zaroven ukazuje jednu z mnoha cest, pomoci nichz se da Lebes-
guetlv integral na R! zavést. Podotykame, Ze se budeme dile vyhradné zabyvat
Lebesgueovym integralem vzhledem k , jednorozmérné“ Lebesgueové mite.

Podrobné je tato partie zpracovana napf. v [62] nebo v jinych textech vé-
novanych teorii miry a integralu. Pfedpokladédme, Ze ¢tenaf je s touto latkou
obeznamen.

1.5 Prostory funkci

Pripomenime déle néktera tvrzeni o metrickych prostorech a o normovanych lineéar-
nich prostorech. Je-li K kompaktni metricky prostor, tvofi systém vSech (redlnych
nebo komplexnich) funkei spojitych na K linedrni prostor, ktery budeme znadit
C(K). Definujeme-li pro f € C(K) obvyklym zptisobem ,supremovou normu

[f1l:=sup{ |f(¥)]; t € K}, (1.13)

je prostor C(K) vzhledem k této normé uping a je tedy Banachovym prostorem.
Kazd4 funkce f € C(K) je na K omezend a je na K také stejnomérné spojita,
tj. pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro kazdé dva body z,y € K, jejichz
vzdalenost je mensi nez ¢, plati

[f(x) = f(y)l <e.

Je-li funkce f redlnd, nabyva na K své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

V predchéazejici ¢asti pfipomenuté normované linedrni prostory £P(R™) jsou
jednim z c¢asto uzivanych matematickych nastroji; my je nejvice budeme potie-
bovat pro ptripad p = 1, kdy se horni index zpravidla vynechava a piSe se strucnéji
pouze L(R™)

Systém vSech spojitych komplexnich nebo realnych 2m-periodickych funkci
na R budeme znacit C(27); je to zfejmé linedrni prostor. Pokud to situace bude
vyzadovat, vyslovné upozornime na to, Ze pracujeme pouze s redlnymi funkcemi.
Normu na tomto prostoru definujeme vzorcem

[f1l: = sup{[f(#)];t € R} = sup{|f(t)|;t € [0,27]}.

Je zfejmé, Ze supremum lze brat vzhledem k libovolnému intervalu o délce ale-
spoli 27r. Podobné budeme v piipadé potieby uzivat oznadeni R(2m) pro prostor
2m-periodickych funkci, které jsou lokalné riemannovsky integrovatelné na R.

Déle budeme uzivat oznaceni LP(27) pro systém vSech (lebesgueovsky) mé-
Fitelnych 2m-periodickych funkci f lokalné integrovatelnych na R. Pro né pak
definujeme pro 1 < p < co normu

= ([ trwprar)”. (1.14)

Prostor (tfid) funkci, ktery zna¢ime £P(27), je dplny vzhledem k normé, zavedené
v (1.14). Toto tvrzeni plati pro vSechna p € [1, c0). Podrobnéji opét viz [62].

Jsou-li X, Y normované linearni prostory, pak je lineadrni zobrazeni L: X — Y
spojité, praveé kdyz je ¢islo

I = sup{|[ L[|y ; [[«] x <1}

konec¢né. Jak napovida uzité oznaceni, lze takto definovat na prostoru vSech spoji-
tych lineadrnich zobrazeni z X do Y normu, ¢imz opét vznikne normovany linedrni
prostor. Snadno se dokaze, ze pak je

1L = sup{|[ La[|; [|l2]] < 1} = sup{|[Lz[|; [|z[| = 1} = sup{[[Lx||/[|=[|; = # 0} .
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Zobrazeni T obecného prostoru X do prostoru Y nazyvame casto operator. Jsou-li
to napt. prostory redlngch funkci a pro T z f > 0 vyplyva T'f > 0, pak fikame,
Ze operator T je nezéporny (pojem je mozno zavést i za obecnéjsi situace).

Pokud jsou X a Y navic linedrni prostory, pak z nezdpornosti omezeného
linedrniho operatoru 7: X — Y vyplyva jeho monotonie, tj. pro f,g € X, f <g,
plati téz T'f < Tg. Jestlize totiz pro f,g € X plati f < g, pak g — f > 0, takze je
iTg—Tf=T(g— f) >0 a tvrzeni plati. Za stejnych pfedpokladt lze dokdzat,
ze pro kazdou funkci f € X a kazdé y € Y je

T W)l < (TUM©)- (1.15)

K tomu staci nasledujici tvaha: libovolné zvolenou f € X vyjadiime jako rozdil
kladné a zaporné ¢asti, tj. f = fT — f~. Z monotonie T dostaneme

Tf=Tf" -Tf <TfT+Tf =T\ +f7)=T(f])-

Podobnou tvahou pro — f dostaneme —T'f = T(—f) < T(|f|), z ¢ehoz jiz snadno
obdrzime |T'f| = sup{T'f, =T f} < T(|f]); tim je nerovnost (1.15) dokdzana.

Budeme téz potfebovat jednoduchou variantu tvrzeni, kterému se zpravidla
tika princip stejnomérné omezenosti. Je jednim ze zakladnich tvrzeni linedrni
funkcionélni analyzy. K jeho dikazu budeme potifebovat jednu variantu Baireovy
véty, kterou pouze pripomeneme:

Véta 1.5.1 (Baire 1899). Necht (P, p) je uplny metricky prostor a necht {Gy}
je posloupnost otevienych podmmnozin prostoru P hustych v P. Potom je prunik
G :=\rey Gk hustou podmnoZinou P.

Diikaz strucné pripomeneme. Staci dokézat, Ze pro libovolné zvolenou neprazdnou
otevienou mnozinu U C P existuje ¢ € G N U. Induktivné se sestroji posloupnost
uzaviengych koull K,, C J;_,(Gr N U) tak, ze {K,} je neklesajici posloupnost
uzavienych mnozin s praméry diam(X,,) — 0. Prinikem mnozin této posloupnosti
je podle Cantorovy véty jednobodova mnozina {(}; podrobnéji viz [62], s. 113 nebo
[27], s. 76.

Poznamka 1.5.2. A¢ je nasledujici véta téméf vyhradné spojovina se jmény
S. BANACH a H. STEINHAUS, objevil ji H. L. LEBESGUE r. 1908 v souvislosti
se studiem Fourierovych fad. Banach a Steinhaus si uvédomili moznost jejiho
pouziti v daleko obecnéjsim kontextu. Jindy byva nazyvana (Banach-Steinhausiv)
princip stejnomeérné omezenosti. Ukazuje, Ze za urcitych pfedpokladt ,bodova
omezenost* linedrnich funkcionalt dava stejnomérnou omezenost jejich norem.

Oznaéeni 1.5.3. Je-li X normovany linedrni prostor, pak linedrni prostor vSech
spojitych linedrnich funkcionald f na X, na kterém definujeme normu

[f]l = sup{z € X [[z]|xz <1} (1.16)
znac¢ime X *. Tento prostor X* nazyvame dudlni prostor k X.

Véta 1.5.4 (Banach, Steinhaus 1927*). Necht X je Banachiv prostor (tedy
dplny normovany linedrni prostor). Necht L, € X*, n € N, Potom nastdvd prdvé
jedna ze dvou moznosti:

(a) ezistuje M < oo takové, Ze pro vSechna n € N je ||L,||x« < M, nebo

(b) mnozina {x € X;sup,, |L,(x)| = oo} je mnoZinou typu Gs a je hustd v X.

Diikaz Vety 1.5.1. Pouzijeme Baireovu vétu. Pro kazdé m € N polozme

Sm=(V{z € X;|Lnz| <m}.
neN
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Protoze L,, jsou spojité, je Sy, prinikem (spocetného) systému uzavienych mno-
Zin; mnoziny S, jsou proto uzaviené. Jejich doplitky G,,, = X \ S,, jsou oteviené
mnoziny. Plati

X\USm: m(X\Sm): ﬂGma

a podle Baireovy véty nastane jedna ze dvou moznosti. Jestlize jsou vSechny
mnoziny G,, husté, je i jejich prinik podle Baireovy véty husta mnozina v X
a nastane piipad (b).

Pokud tento pfipad nenastane, alespon jedna z mnozin G,, = X \ S,, neni
husta, a tedy né€jaka z mnozin S,, je ,nékde husta®. Existuji proto zg € X, r >0
a k € N takova, ze je

B(zg,7) C Sk .

Zvolme libovolné nenulovy prvek x € X a polozme

T

zZ =X+
||

N3

Je tedy ||lxo — z|| = /2 < r, a proto
|L,z| < k pro vSechna n € N.

Pro libovolné n € N tedy plati

T X T
Loz| = ’Ln(:zro n ——)’ - ’Lnxo v x| <k
2|zl 2|zl

Pomoci trojihelnikové nerovnosti odtud dostavame
| Ln|(r/2]|x]]) = [Lnzo| <k,
a po upravé obdrzime odhad
|Lnx| < [lz]|(2/7)(k + [Lnxo|) < (4k/7)|2] -

Odhad plati pro vsechna n € N a vSechna x € X, ¢imz je diikaz dokoncen. o

1.6 Funkce s koneénou variaci

Systém monoténnich funkci na intervalu [a,b] m4 jistou vadu: netvori linedrni prostor.
Existuje v8ak jednoducha pomoc, budeme pracovat s prostorem, ktery vSechny mono-
ténni funkce obsahuje a je pritom mimotfadné jednoduchy.

Definice 1.6.1. Necht [a,b] C R. Pro komplexni funkci f definovanou na [a,b]
adéleni D={a=xz9<z1 <--- <z, =Db} intervalu [a, b] klademe

n

V(f,D)=>|f(zk) = flax-1)| .

k=1

Variaci nebo totdlni variact funkce f na intervalu [a,b] nazyvame ¢&islo (ne nutné
z R, hodnota co se pfipousti)

Vabf:sup{V(f,D); DGD([avb])} )

kde D([a,b]) je mnozina viech déleni D intervalu [a,b]. Je-li VP f < oo, Fikame,
7e f mé koneénou variaci na [a,b]. Mnozinu vSech funkci s kone¢nou variaci na
[a,b] znaéime BV ([a,b]).
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Ziejmé je VPf > 0. Dopliime jesté definici pro degenerovany interval typu
[a,a]: v tom pfipadé klademe V®f = 0. Standardni technika prace s délenimi
a supremem dava nasledujici tvrzeni:

Lemma 1.6.2. Necht [a,b] C R, ¢ € [a,b], necht f,g jsou komplexni funkce na
[a,b] a @ € C. Potom

(2) Vi(f+9) <V f+ Vg,
(b) Vof =Vif+ V2,
() Va(af)=laVyf.
Diikaz. Protoze podobné Gvahy se provadéji napf. v souvislosti s Riemannovym

integrélem, ditkkaz pouze naznalime. Je-li D = {a = 29 < 21 < -+ < 2, = b}
déleni intervalu [a, b], plati pro jeho intervaly déleni

|(f (o) +g(en) = (f(en-1)+9(zr-1))| < |f(xr) = Flar-1)|+|g(zr) —g(zs-1)|,
z ¢ehoz po secteni a prechodu k supremu na pravé strané dostaneme
V(f+9.D) S Vi f+Vyg.

Dal$im pfechodem k supremu na levé strané dostaneme (a). Podobné (srovnejte
s vétami o Riemannové integrélu) se praci s délenimi obsahujicimi bod ¢ dostane
rovnost (b): Zvolme déleni D = {a =29 < 21 < -+ <z, = b} a ukazme, Ze je

V(f,D) SVif+Vifs

miZeme bez na Ujmy obecnosti pfedpoklddat, ze {¢} C D, protoze z platnosti
predchozi nerovnosti pro zjemnéni {c} U D plyne jeho platnost i pro D. Polozme
dale DN [a,c] =Dy, DN e, b] = Dy. Zfejmé

V(qu) = V(val) +V(f7D2) S Vacf—’—‘/cbfu
7 ¢ehoz obdrzime
V< VEF+ VIS

K diikazu obracené nerovnosti zvolme libovolné € > 0 a déleni D; € D([a,c]),
Dy € D([c,b]) tak, aby

V(f,D1) > Vif —¢/2, V(f,D2)>V'f —¢/2,
takze pro D ={a=20 < z1 < --- < x, =b} = D1 U Dy dostaneme
Vof > V(D) =V(f,D1) +V(f,D2) > Vif —e/2+ V) f —¢/2,
a tudiz i
Vif 2 Vif+VEfs
tim jsme dokondili diikaz ¢asti (b). Cast tvrzeni oznadena (c) je ziejma. O

Dusledek 1.6.3. Systém BV([a,b]) tvori vektorovy prostor obsahujici funkce
monotonni na intervalu [a,b]. Lze na ném zavést normu napf.

1= 1f(a)l + Vo' f (1.17)

Definice 1.6.4. Pro funkci f € BV([a,b]) zavedeme jeji neurcitou variaci (uzi-
vame historicky néazev, ktery neni pfili§ Stastné zvolen) vzorcem

glx):=Vrf, x€]a,b].
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Véta 1.6.5 (Jordan 1881). Funkce f je prokem prostoru BV([a,b]), prdvé kdyz
ezistuji neklesajici funkce f; : [a,b] = R, j =1,2,3,4 takové, Ze

f=0=f2)+ilfs = fa). (1.18)

Diikaz. Neklesajici funkce f : [a,b] — R ma kone¢nou variaci V2 f = f(b) — f(a);
proto staci, s ohledem na predeslé tvrzeni, nalézt pouze rozklad f € BV([a,b]) do
tvaru (1.18) s funkcemi f; > 0 neklesajicimi na [a,b].

Pfedpoklddejme nejprve, ze f je redlnd funkce z BV([a,b]) a Ze g je jeji ne-
urdita variace. Zfejmé je g(b) < 0o a pro a < x < y < b plati

0<g(z) <glx)+V)f =gy <g(b),

takZe g je nezdporna a neklesajici na [a,b]. Polozme h = g — f. Potom pro
a <z <y<bplati

h(y) — h(z) = g(y) — g(x) = (f(y) — f(x)) = VZf = |f(y) = f(x)[ >0

¢imz je pro realnou funkci f tvrzeni dokdzano. Rozkladem na redlnou a imaginarni
Cast dostaneme tvrzeni pro komplexni funkci f. O

Poznamka 1.6.6. Disledkem véty o existenci jednostrannych limit funkce mo-
noténni na [a, b] ve vSech bodech x € [a,b] je, Ze pro kazdou funkci f € BV([a,b])
existuji i jednostranné limity f(x+), f(x—) ve vSech vnitinich bodech z € (a,b).
Pfitom mnoZina bodd nespojitosti funkce f je (nejvyse) spocetné.

Polozime-li

(z4) = f(x), ze€lab),
(z) = flz=), x€(a,b],

t(x)

f
()= f

Ize definovat

S(x):= > Ha)+ > s(a) (1.19)

a<la<z a<a<z
a rozlozit funkci f € BV ([a,b]) na soucet
f(@) = C(x) + S5(x),

kde C' je spojita funkce s kone¢nou variaci a S je funkce skoki, kterd ma spocetnou
mnozinu bodi nespojitosti?).

1.7 Weierstrassova véta o aproximaci

Tvrzeni o stejnomérné aproximaci spojité funkce na intervalu [a,b] polynomy je velmi
dtlezité. O jeho historii a rtiznych metodach jeho dikazu se lze poucit v [70] nebo

Nejprve dokazeme specidlni pfipad Weierstrassovy véty o aproximaci rediné
spojité funkce f na intervalu [0, 1]. Pouzity diikaz je zaloZen na mySlence, poché-
zejici od S. N. BERNSTEINA (1880—1968). Ten definoval pro f € [0, 1] aproximu-
jici (Bernsteinovy) polynomy ) B, f:

anleif(%) (Z)xk(l—:v)"k, ze0,1]. (1.20)
k=0

Budeme potfebovat toto pomocné tvrzeni:

2) Vsechny nespojitosti funkce S jsou navic nespojitostmi 1.druhu. Ctenaie, ktery se nese-
tkal se zobecnénymi fadami, odkazujeme napft. na [35]

3) Uzivame obvyklé transkripce; jde vSak o ruského, resp. sovétského matematika, a v tako-
vych pripadech transkripce v literatufe znac¢né kolisa.
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Lemma 1.7.1. Necht fi,(t) = t*, t € [0,1], pro k = 0,1,2. Potom Bernsteinovy
polynomy By, fi. konverguji pro n — 0o k fi stejnomérné na intervalu [0,1].

Diikaz. Rovnost By, fo = fo pro vsechna n € N plyne z binomické véty. Uvazme
déle, ze pro 1 < k <n je

%(Z) - S “n —nli)! K (n _(711)?(11)1 n - (Z: D ' (121)

Dosazenim f1 do (1.20) dostaneme pomoci rovnosti (1.21)

o AT () EIER
k= =1

0
=z (n__1>xj(1—:v)("_l)_j:x-lzfl(x), x€[0,1],
i=o N 7

,_.

takze plati B, f1 = f1. Konetné pomoci (1.21) spoéteme pro 1 < k <n
kN2 /(n kin-—1 k—1/n-1 1/n—-1
b == = — ; 1.22
G ()=nGo) =G a(oy): e
prvni ¢len posledniho souctu pro 2 < k < n jesté upravime:
k—1/n-1 n—1k—-1/n—-1 1IN /n—-2
n (k—1>_ n n—1(k—1>_(1_5)<k—2)' (1.23)
Po dosazeni f2 do (1.20) obdrzime pro vSechna = € [0,1]

n

By fa(x :Z( ) () (1—z)"*

=0

a pomoci (1.22) a (1.23) jednoduchou upravou postupné dostaneme

=2 k=1
1 22\ -1\ .
:(1— —)x22< , >a:J(1 )i = < ) )xj(l N
" Jj=0 J " J=0 J
1

Odtud plyne B,, fo = f2 na [0,1]. O
Nyni jiz mtzeme dokazat slibeny specialni pfipad Weierstrassovy veéty:
Véta 1.7.2 (Bernstein 1912). Pro kaZdou f € C([0,1]) plati
B,.f=f na[0,1].

Diikaz. Snadno nahlédneme, Ze pro vSechna n € N a x € [0,1] plati (pouzivame
postupti z Lemmatu 1.7.1)

- ()a-or-
(%)2@) k(1 — gy~ —21:2 (Z) (1—z)"F42?=  (1.24)

1 1 1—
= 1——)x2+—x—2x~x+x2:u .
n n 4n
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Necht nynijen € N, > 0az € [0,1]. Oznaéme F = F, mnozinu v8ech takovych
ke{1,2,...,n}, pronéz |(k/n) — x| > ¢ a pouzijme pfedchazejici odhad (1.24).
Potom postupné dostaneme

Z(Z)xk(l_ < Z( ) ( ) (1 —2)"F < 4;52. (1.25)

keF keF

Je-linyni f € C([0,1]) ae > 0, pak ze stejnomérné spojitosti funkce f na intervalu
[0,1] plyne existence takového § > 0, pro které |f(z) — f(y)| < €/2, jakmile
z,y € [0,1], |z — y| < §. Pfipomerime, Ze s ohledem na diikaz Lemmatu 1.7.1 pro
fo plati pro kazdé n € N a kazdé = € [0,1]

) (o - [ Eor-sE) ()0

k=0
<[ -1 (B)] (5)ata .
k=0

Zvolme libovolné x € [0,1] a ozna¢me F = F, mnoZzinu zavedenou v p¥edchozim
odstavci. Potom

@ - 1(5)| <2 kgr a [f@ (D) <200, ke

Odtud dostaneme odhad

!f(w)—an(w)ISEZ(Z) Bl — )"~ k+2||f||z< ) R
kg¢F kEF
§§1+2|\f|\452,

ze kterého jiz vyplyva, ze pro n > || f|/e6? je |f(z) — Bnf(z)| < &, a proto je
| Bnf = fll <e. 0

Poznamka 1.7.3. Tento relativné elementarni diikaz je modifikaci ditkkazu, ktery
predlozil r. 1912 v [7] Bernstein. Lemma 1.7.1 lze interpretovat ,pravdépodob-
nostné*“: Jde v ném o binomické rozdéleni a rovnosti

Zk() 1-2)"* = nz, i(k—n:v)Q(Z):vk(l—x)"kzn:v(l—x)

k=0

davaji jeho stredni hodnotu a rozptyl. Na tomto misté neni viibec ziejmé, proc¢
nelze misto polynomu B,, f volit interpola¢ni polynomy, nabyvajici v bodech k/n,
k=0,...,n, stejnych hodnot jako f. Avsak pravé Bernstein ukazal, Ze napf. pro
funkci f(z) = |x| a interval [—1,1] tak dostaneme posloupnost polynomt, kterd
k f konverguje pouze ve tfech bodech —1,0, 1.

Nyni ukdZeme, jak ze zdanlivé velmi specidlniho znéni Weierstrassovy véty pro
interval [0, 1] dostaneme jeji obvyklou verzi:

Véta 1.7.4 (Weierstrass, 1885). Pro kaZdou komplezni funkci f € C([a,b])
existuje posloupnost polynomi { P, } takovd, Ze || f — P, || — 0 pro n — oo; funkce
f je tedy limitou stejnomérné konvergentni posloupnosti polynomai.

Diikaz. Popiseme nyni jednotliva zjednoduseni, umoznujici obdrzet Vétu 1.7.4
z jiz. dokazané Véty 1.7.2.

(a) Je-li f komplexni funkce na intervalu [a,b], f = f1 +if2, kde

fl(.%'):Ref(.’L'), f2(x):Imf(:E), :ve[a,b],
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a g1, g2 jsou realné funkce na [a,b] pro néz |fi — gx| < e, k =1,2, pak

[(f1+if2) — (g1 +ig2)| < V(fi—91)>+ (f2—92)2 < V2 e < 2.

Funkce g := g1 + ig2 je (obecné komplexni) funkce, pficemz || f — g|| < 2e.

(b) Jsou-li g1, g2 polynomy s redlnymi koeficienty, je g1 + igs opét polynom
s komplexnimi koeficienty. Z uvedenych dvou postrehi plyne, ze staci tvrzeni
staci dokazat pro redlné spojité funkce a polynomy s koeficienty z R.

(c) Je-li feC([a,b]), je

spojita funkce na intervalu [c,d]. Jestlize je P takovy polynom, pro ktery
plati |g(t) — P(t)| < € pro vSechna ¢ € [¢,d], potom pro funkci

Q(:v)zP(c—i— ; c(w—a)), x €la,b],

je
[f(x) = Q)| <&, = €[ab].
Pfitom Q(z) = P(c+ (z — a)(d — ¢)/(b — a)) je opét polynom v z.

Stadi tedy tvrzeni dokdzat pouze pro néjaky interval [a, b]. To jsme vSak jiz udélali
pro interval [0,1] ve Vé&t& 1.7.2. O

1.8 Korovkinova véta

Weierstrassova véta mé v teorii aproximace vyluéné postaveni. Uvedme citat z dnes jiz
klasické ucebnice [33]: Pokud by bylo nutné oznadit jedinou vétu v teorii aprorimace jako

zimaci. Jeji vliv je pocitovdn nejen uZivdnim jistého ndstroje analyzy, ale i mnohem
hloubéjsim zpiusobem: slouzi jako ldkadlo pro matematiky, aby ji zobecriovali nebo hle-
dali jin€ jeji dikazy (Cheney (1966)). I samotny Bernsteiniiv dukaz véty poslouzil jako
odrazovy miustek k dalsim elegantnim vysledkim.

Nésledujici elegantni tvrzeni pochdzi od P. P. KOROVKINA (1913 — 1985) a
byva v literatufe nazyvano véta o tiech funkcich:

Véta 1.8.1 (Korovkin (1953)). Jsou-li L, n € N, monotdnni linedrni zob-
razent prostoru C([0,1]) do C([0,1]), pak jsou ndsledujici dvé podminky ekviva-
lentni:
(@) Lnf=f na[0,1] pro vSechny funkce f € C([0,1]),
(b) Lnfj=2f; nal0,1] pro funkce f;(x) =27, x € [0,1], j =0,1,2.
Dokazeme jisté zobecnéni této véty (srv. [53]), které nAm umozni snadny pfi-
stup k dalsim dtlezitym tvrzenim. Nejdrive vSak pfipomeneme potfebné pojmy a

zavedeme nékterd oznaceni.

Oznaceni 1.8.2. Necht X znaci kompaktni metricky prostor a C(X) Banachiv
prostor spojitych realnych funkci na X se supremovou normou

[flloo := sup{[f(2)|; € X}.

Pro u € C(X) budeme znadit Z(u) :=={z € X; u(z) =0}.
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Je-li L : C(X) — C(X) monoténni linedrni operdtor na C(X), plyne z nerovnosti
|f(z)| < g(x), x € X nerovnost —g(z) < f(x) < g(x). Z ni dostaneme

—Lg(x) < Lf(z) < Lg(x) ,
neboli nerovnost (,zékladni odhad“)

ILf(z)| < Lg(x). (1.26)

Lemma 1.8.3. Je-li Y kompaktni metricky prostor a u, v nezdporné funkce
z prostoru C(Y'), pro néz je Z(v) C Z(u), pak pro kazdé € > 0 existuje takové
C=C(e) >0, Ze pro véechna y € Y je

u(y) <e+Cou(y). (1.27)

Dikaz. Je-li K :={y Y ;u(y) > e}, je K uzaviend a tedy kompaktni. Jestlize
je K = 0, nerovnost (1.27) je zfejmé splnéna, miizeme tedy uvazovat pouze ptipad
K # (. Pak ale min{v(y); y € K} = m > 0 a max{u(y);y € K} < M < .
Nyni staci volit C' > 0 tak, aby bylo Cm > M, tj. C > M/m. O

Definice 1.8.4. Je-li f € C(X), pak definujeme diagondlu A(f) funkce f rovnosti

A(f) =A{(z,t) e X x X5 f(z) = f(1)} -
Je-li h nezéporna funkce z C(X x X) takova, ze Z(h) C A(f), nazyva se h ome-
zugict funkce pro funkci f.
Je-li L nezdporny linearni operator na C(X) a h € C(X x X), definujme pro
kazdé t € X
he(x) := h(z,t), ze€X,
a pro hy polozime Lhy(x) := L(h;)(z), z € X. Potom snadno dokdZeme tvrzeni:

Lemma 1.8.5. Necht X je kompaktni metricky prostor a necht f € C(X), pri-
demz h je omezujici funkce pro f. Je-li L, : C(X) — C(X) posloupnost nezdpor-
nych linedrnich operdtord na C(X) takovd, Ze

(a) Lpl=1naX,a

(b) Lyht(t)=0 na X,
potom je L, f = f na X.

Diikaz. Necht pomocna funkce u € C(X x X) je definovédna predpisem
u(z,t) = |f(z) = fO)], (z,1) e X x X.

Ziejmé je u nezdporna funkce a Z(u) = A(f). Protoze je h omezujici funkei pro f,
je Z(h) C Z(u). Zvolme & > 0. Podle Lemmatu 1.8.3 najdeme C' > 0 tak, aby

If(z) — f(t)] = u(z,t) <e+Chlz,t), (z,t)e X xX.

Zvolme pevné ¢t € X a uzijme zakladni odhad (1.26) pro nezdporné operatory Ly;
dostaneme tak:

\Lnf(2) — f()Lnl(z)| < eLp 1(z) + C Ly he(z), z€X.

Nyni volime x = ¢, a pomoci predchézejici nerovnosti obdrzime jednoduchou
avahou

| Lnf () = f(0) [ = [Lanf () = f()Lnl(E) + f(£)Lnl(t) — f(B)] <
SNLnf(8) = FOLal(@®)] + [f(O] [ Lnl(t) = 1] <
< eLn1(t) + C Lyhi(t) + || flloo [Ln1(t) — 1] .
Protoze CLphi(t)=0mna X a ||f|lcc |Ln1(t) — 1| =0 na X, lze vyraz v posledni

nerovnosti vpravo pii volbé vhodného n € N odhadnout shora napi. ¢islem 4e,
z ¢ehoz dostavame L, f = f na X. O
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Poznamka 1.8.6. Pro f,g € C(X) a kazdé o € R plati inkluze

A(f)NA(g) CA(f+9), A(f)UA(g) CA(f-9), A(f) CAlaf),

takze pro kazdou nezdpornou h tvoii systém vSech funkci f € C(X), pro které
je h omezujici funkce, (pod)algebru v C(X). Proto 1ze podminku L,1 =1 na X
v Lemmatu 1.8.5 eventuélné nahradit podminkou L,1 =1, n € N.

1.9 Skalarni soudin

V prostoru R™ je pro v = [u1,... ,um|, v = [v1,... ,Un |, definovin skaldrni
soucin predpisem

m
(u,v) := Zukvk .
k=1

Tento prostor je uplny a eukleidovskd norma na tomto prostoru souvisi s timto
soudinem tak, ze je |lu| = /(u,u). Pokud pracujeme s m-ticemi komplexnich
Cisel, pisSeme v predchézejicim vzorci vy misto vy.

V pfipadé prostort LP([0,27]) je pro nas velmi dtlezity ptipad p = 2. I v tom-
to pfipad€ je norma generovana skalarnim souc¢inem, ktery je pro komplexni funkce
definovan rovnosti

(f.9) = [ Fg@ar. (1.29)

Pak pro odpovidajici normu zfejmé plati rovnost || f|| = +/(f, f). Funkce f, g, pro
které (f,g) = 0 nazyvame (vzdjemné) ortogondlni. Dilezity je poznatek, Ze funkce
un(t) = €™ n € Z, jsou na intervalu [ —, 7 | vzdjemné ortogondlni v nésledujicim
smyslu: pro m,n € Z plati

(um , un) _ / eimt eint dt = / ei(m—n)t dt =

—T —T

:/ (cos(m —n)t + isin(m —n)t)dt _{ gw Zﬁg’

—T

(1.29)

Popsany poznatek struéné vyjadfujeme tvrzenim, Ze funkce {u,}nez tvoii orto-
gondlni systém.

Podobné lze ukédzat, ze funkce {1, coskz,sin kx}2; jsou také vzéjemné orto-
gondlni napf. na intervalu [0, 27 ], coZ jednoduse vyplyva ze vzorcl, zndmych ze
stfedoskolské latky

2cosa - cosb = cos(a + b) + cos(a — b)
2cosa-sinb = sin(a + b) — sin(a — b) , (1.30)
—2sina-sinb = cos(a + b) — cos(a — b) ;

z nich obdrzime nasobenim faktorem 1/2 a dosazenim mt za a a nt za b po upravé

cosmt - cosnt = (cos(m + n)t + cos(m — n)t) /2,
cosmt - sinnt = (sin(m + n)t —sin(m — n)t) /2, (1.31)
sinmt - sinnt = (cos(m — n)t — cos(m +n)t)/2.

Odtud dostaneme integraci pfes interval [0,27] vétSinu vztaht, potfebnych pro
zdiivodnéni ortogonality systému {1, cos kz, sin kz}° ;; zbyvajici jsou trividlni.



Kapitola 2

Trigonometrické rady

V této casti se seznamime s terminologii a jednoduchymi vztahy, které
budeme v dalsim vykladu neustale pouzivat. Z teorie integralu vystacime
zatim prakticky jen s Riemannovym integralem.

2.1 Zakladni poznatky

Zakladnim objektem naSeho vykladu je trigonometrickd tada. Je to fada funkci
tvaru

o0
% + Z (ak cos kx + by, sinkz) (2.1)
k=1
kde proménné x probiha R a jejiz koeficienty ag, a1, b1, . .. jsou realna ¢isla. Nema

valného smyslu vysSetfovat obecnéjsi pfipad komplexnich koeficienti, vzdy lze totiz
fadu rozlozit na jeji redlnou a imaginarni ¢ast a vySetfovat je oddélené. Obé ¢asti
jsou fadami typu (2.1) s realnymi koeficienty.
Dosadime-li do trigonometrické fady za goniometrické funkce vyjadieni ply-
nouci z Eulerovych vzorcti
eiw + e—iw eiw _ e—im

COsT = ————, sing = ——— | (2.2)

dostaneme po tpraveé

1 > ar — by, ike o Qk T iby, ika
3 @0 + Z — © + — ,
k=1
takZe po oznaceni
—1b b
coz%,ck:%,c,k:ﬂ;k, keZ, (2.3)

lze (2.1) formélné zapsat v  komplexnim tvaru“ jako fadu

i cpet™®, (2.4)

k=—o0

Podle obvyklé definice tato fada konverguje, pokud existuje vlastni limita

n
lim E cpetF .
n—oo
k=—n
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Jevi se tedy u¢elné studovat fady typu (2.4) s komplexnimi koeficienty ci, k € Z a

pfipadné z jejich chovéani odvozovat vysledky pro fady typu (2.1), nebo studovat

primo nékteré otazky pro fady (2.1) s redlnymi koeficienty ay, bg, k € No, (bop = 0).
Dale je Gcelné definovat pro n € Ny analogicky jako u polynomu

(ar coskx + by sinkz), resp. Tp(z) = Z cre™. (2.5)

1 k=—n

NE

T, (z) = % n

>
Il

Tyto CasteCné soucty se nazyvaji trigonometrické polynomy. Pro rozliSeni nékdy,
jevi-li se to vhodné, dodéavame v prvnim ptipadé v redlném tvaru a ve druhém pti-
padé v komplexnim tvaru. Trigonometricky polynom T;, je stupné nejvyse n-tého.
Jestlize je |a,|+ |bn| > 0, je T, stupné prdvé n-tého (kromé piipadu, kdy jsou
koeficienty vesmés rovny 0).

Pokud vyjadfujeme polynom typu (2.1) ve tvaru (2.4), plati pro realné koe-
ficienty ay, by rovnosti

ak:Ck—l—C,k,bk:Z'(Ck—C,k),C,k:a, k=0,1,2,.... (26)

Poznamenejme jesté, ze fada (2.1) je redlnou ¢4sti mocninné rady
1 (o ]
. k
5 a0 + kil(ak —iby)2",

dosadime-li do ni z = €, tj. z¥ = (coskz + isinkx). Toho se ¢asto vyuziva pii
s¢itani konkrétnich trigonometrickych rad.

Pokud trigonometricka fada konverguje alespoii v jednom bodé z R (jinak je
vySetfovani jejiho souétu nezajimavé), je tento soucet 2m-periodickd funkce. Proto
budeme v dalsim pracovat nejcastéji s 2m-periodickymi funkcemi nebo funkcemi,
definovanymi na intervalu délky 2w, které si pfedstavujeme periodicky rozsifené
na R. Trigonometrické polynomy jsou realné nebo komplexni funkce z C(R), pe-
riodické s periodou 2.

Pro (linedrni) prostor v8ech spojitych 2m-periodickych funkci na R budeme uzi-
vat jiz zavedené oznaceni C(27). Podobné jsme zavedli (linedrni) prostor L£(27)
vSech (tfid) lokalné lebesgueovsky integrovatelnych 2z-periodickych funkei na
R a (linedrni) prostor R(27) vSech lokalné riemannovsky integrovatelnych 27-
periodickych funkci na R. PFi pouziti oznac¢eni CC pro oznaceni vztahu byt pod-
prostorem ziejmé plati

C(2m) CC R(2m) CC L(2m).

Prostor £(27) uvaZzujeme vzdy s integralni normou, tj. pro f € £(27) klademe

1=/ o (2.7)

zatimco na prostorech C(27) nebo R(27) miizeme kromé takto definované normy
uzivat téZ normu supremovou. V pfipadé potreby na to vSak vzdy upozornime.

Piiklad 2.1.1. ProtoZe je (pouzivdme elementérni poznatky z teorie funkci kom-
plexni proménné)

2 3

log(1+2)=2— - + Z—+---+(—1)k+1i+-~- = f:(—l)’“rli
2 3 k P k

pro vSechna z # —1, |z| < 1, plati pro vSechna ¢t € (—m,m)

e—it/2 4 git/2

: , t t
log (1 + e’t) = log 2 e/? = log (2 cos 5) +1 3
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Odtud vyplyva

oo

kt 2t 3t t
Z(—l)ﬂl& = cost — o8 + O = log (2 cos—) ,
— k 2 3 2
i(—l)kﬂsmkt ~sint — sin 2¢ n sindt E
P 2 3 2

Avsak i rozvoj exponencidly (konvergentni v C) miize vést k zajimavym vysled-
kim: mtzeme tak nalézt vzorce
> cos kt .
= cos(sint),
k!
k=0 k=0

> sin kt
k!

cost

cost = e“®‘sin(sint).

Priklad 2.1.2. Jak jsme vidéli jiz v Gvodni ¢4asti trigonometrické fady nemusi konver-
govat pro zadné ¢t € R. Vskutku, z nasledujicich dvou rad

i cos kt , i sin kt
k=0 k=0

prvni diverguje ve vSech bodech z R, protoze pro zddné ¢t € R neplati cos kt — 0.
VysSetieme jesté druhou fadu: pokud pro néjaké ¢t € R je sin kt — 0, pak také

sin(k + 1)t — sin(k — 1)t = 2sintcoskt — 0.

Protoze vSak {coskt}32, nekonverguje pro zadné ¢ € R, musi tedy byt sint = 0, tj.
t = km, k € Z. V téchto bodech vsak fada ziejmé konverguje k 0.

Jestlize trigonometricka rada

Z cpe'™. (2.8)

k=—o0

konverguje stejnomérné k souctu f, je tato funkce limitou stejnomérné konver-
gentni posloupnosti trigonometrickych polynomt a je tedy spojitda. K jeji inte-
graci pres libovolny uzavieny interval [a,b] C R postadi uziti Newtonova nebo
Riemannova integralu. To je tfeba mit na paméti: tvrzeni formulujeme vzdy pro
Lebesguetiv integral a je na ctenéfi, aby si uvédomil, za jaké situace vystacime se
»slabsim“ Riemannovym integralem.

Odvodime jednoduchy vztah mezi funkci f a koeficienty trigonometrické rady.
V Kapitole 1 jsme ukazali, Zze definujeme-li skaldrni sou¢in (komplexnich) funkci
f, g na intervalu [ —m, 7| pomoci vzorce

(ro)= [ rwma, 29)

plati (1.29) a funkce u,(z) = €™, n € Z jsou na intervalu [—m, 7| vzdjemnd
ortogonalni. Zvolme m € Z a pro fadu (2.8) spo¢téme soucin (f,e?™?). Je

00 r 0o
(f; eim;ﬂ) — ( Z Ckeikm,e—imm) — Z Ckei(k—m)w dr =
k=—o00 T k=—00
00 T oo
= Z ck/ elk=m)z g — Z k(e ™) = 21cy,
k=—o00 - k=—o00

z ¢ehoz dostaneme vzorec pro vypocet koeficienttt pomoci souc¢tu f

1 (" -

Cm = — (x)e™™*dx, meZ. (2.10)

2 J_,
Stejnomérnd konvergence fady (2.8) ndm umoznila zaménit poradi integrace a séi-
tant fady, a tak integrovat ,¢len po €lenu“. S ohledem na (2.9) jsme tak ziskali
explicitni vyjad¥eni koeficienttt ¢,, pomoci f vzorcem (2.10). To nés vede k nésle-
dujici definici:
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Definice 2.1.3. Je-li f € £(27) a &isla ¢, jsou pro funkci f a m € Z definovana
vzorcem (2.10), nazyvame ¢, koeficienty Fourierovy tady funkce f (v komplez-

nim tvaru). Casto je pak zna¢ime symbolem f(m). Jsou-li v trigonometrické fade
(2.8) definovany pro f € L(2m) koeficienty ¢,,, pomoci vzorce (2.10), nazyvame ji
Fourierovou tfadou funkce f a piSeme

> F(k)e. (2.11)

k=—o0

Podobnym zptsobem lze postupovat pfimo pfi studiu fady v trigonometrickém
tvaru. Pomoci rovnosti (1.31) snadno zjistime, ze funkce {1, cos kz, sin kz}7° | jsou
ortogondlni na intervalu [ —m, 7]. Je

/Cos2kxd:v:/ sin®kzdr =7, keN,

—T —T

a pokud fada konverguje stejnomérné a

fz) = % + ;(ak cos kx + by sin kx) (2.12)
lze vyjadrit analogicky aj a by vzorci
1 [ 1 [" .
ap = — f(z)coskxdx, by =— f(z)sinkzdr, keN. (2.13)
T ) T )

Specialné dostavame po dosazeni za f s ohledem na ortogonalitu

flz)dx = f(z)ldx :/ 0;0 1dz = mao,

—T

coz vysvétluje vyhodu zépisu Fourierovy fady ve tvaru (2.12), nebot pak vzorec
(2.13) pro ay, plati i pro k = 0.

Definice 2.1.4. Je-li f € £(27) a ¢isla ag, k € Ny, b, k € N, jsou pro funkei f
definovana vzorcem (2.13), nazyvame ay, by, koeficienty Fourierovy tady funkce f
(v redlném tvaru). Obvykle je ze souvislosti patrné, s jakym tvarem Fourierovy
fady pracujeme, proto koeficienty nazyvame strucnéji Fourierovy koeficienty.

Poznamka 2.1.5. V dal$im se budeme zabyvat pfevazné fadami vySe popsanych
tvarl; je proto na misté si povSimnout, zda to nepfinasi do nasich tvah néjaka
neprirozené omezeni.

Jestlize je lokalné integrovatelnd funkce f 2p-periodickd s p > 0, nic podstat-
ného se neméni. Napf. v ,redlném piipadé“ jsou koeficienty Fourierovy rady f
definovany pro prislusna k vzorci

P P
ai = ! f(z)cos kmz dr, b= ! f(x) sin@ dz | (2.14)
pJ_, P pJ_, p

a Fourierova fada ma pak tvar

— kmt
z70+zl(akcos—+bksin%). (2.15)

Posunutim se 2p-periodicita funkce neméni, tj. je-li funkce f 2p-periodicka a
a € R, je 2p-periodicka i funkce

gt) = f(t+a), teR.



2.1. ZAKLADNI POZNATKY 27

Jde-li ndm o (lokalni) chovani periodické funkce f, lze posunutim dosdhnout napf.
toho, ze studujeme chovani ,,posunuté® funkce v pocatku.

K definici Fourierovy fady 2p-periodické funkce f staci znat hodnoty f pouze
na intervalu [—p, p| a pokud fada konverguje, je jeji soucet 2p-periodickd funkce.
Je proto pohodlné pracovat vzdy s 2p-periodickymi funkcemi a pfipadné funkci,
kterd je definovdna pouze na intervalu (—p, p| nahradit jejim 2p-periodickym roz-
Sifenim na R. Ve ziejmém smyslu analogicky pracujeme s funkcemi z C(2p), nebo
z L(2p).

Nasledujici lemma ukazuje, Ze integral 2p-periodické funkce pfes jakykoli in-
terval délky 2p dava stejny vysledek. Toho budeme déle vyuzivat. Zachazime-li
pouze se spojitymi funkcemi, vyplyva to jednoduse ze vztahu (derivujeme primi-
tivni funkei k f)

d x+2p
dz [/,

Obecnéjsi pripad je dusledkem tvrzeni:

F(v)dv = f(z +2p) — f(a) = 0.

Lemma 2.1.6. Je-li f € L(2p), potom pro redlnd &isla a < b an € Z plati
rovnosti

/abf(”)d” —/a::pf(v)dv, _Zf(v)dv _/ampf(v)dv_

Diikaz. Je-li f € L(2p), pak pro kazda a,b € R a kazdé n € Z plati vzhledem
k periodicité f

/abf(x) dr = /ab+2"p [z —2np)dx = /b+2np flv)dv .

+2np a+2np
Zvolme nyni libovolné a € R a v jiz dokdzané rovnosti polozme n = 1 a za
a dosadme a — 2p a za b dosadme a. Tak dostaneme druhou rovnost. O

Predchézejici lemma se mj. uplatiiuje pfi vypoctu Fourierovych koeficienti
2m-periodické funkce f € C(27), kde mizeme pracovat s Riemannovym integra-
lem.

Jedno dirazné upozornéni: méame-li Fourierovu fadu funkce f € L(27), pak
symbol =~ ve vztahu

4 | :
f(t) ~ ) —|—; (ak cos kt + by sin kt) .

vyjadiuje pouze to, Ze ci, resp. ax a by jsou uréeny pomoci vzorct (2.10) a (2.13)
a je obecné ,velice daleko“ od rovnosti pro vSechna ¢t € R. Prozradime jiz nyni,
Ze r. 1926 dokdzal A.N.KOLMOGOROV (1903—1987), Ze existuje takova funkce
f € L(27), jejiz Fourierova fada diverguje pro vSechna t € R. Zatim pouze vime, Ze
rovnost plati nap¥. pro takové funkce f € C(2), jejichz Fourierova fada konverguje
stejnomerne.

Poznamka 2.1.7. Uvedeme jesté maly komentaf k oznaceni: Nékdy se hodi 2m-peri-
odické funkce interpretovat jako funkce na jednotkové kruznici I C C. Je-li F' funkce
na K, pak funkce f(t) = F(e'), t € R, je 2m-periodicka funkce na R. Poznamenévéame,
%e pii prechodu od f k F definujeme F na K tak, ze klademe F(z2) = f(t), kde z = e*".
Zde mtzeme brat napf. ¢t € (—m, 7], tj. t = argz, nebo obecné ¢t € Argz, kde t je
jakékoli realné ¢islo, pro néz z = €. Je-li F spojita na K, je f € C(2m). Nékdy se pak
pise f € C(T) (volba oznaceni souvisi s terminem torus). Funkce f a F se pak casto
ztotoznuji, i kdyz jde o podstatné rozdilné objekty. My budeme pracovat s funkcemi
z C(27) a oznaceni s T se budeme vyhybat (byva interpretovano napft. jako libovolny
interval délky 27, napf. [—7, 7], nebo [0, 27 ] apod.).

S trigonometrickymi a Fourierovymi fadami je spojena fada vcelku pfirozenych

vvvvvv

se budeme snazit podat uspokojivé odpovédi.
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2.2 Stejnomérna konvergence

O stejnomérné konvergenci trigonometrické fady se patrné nejsnaze rozhoduje
pomoci Weierstrassova kritéria, pokud je lze pouzit. Jestlize trigonometricka fada
v exponencidlnim tvaru (2.8), obecné s komplexnimi koeficienty ¢k, konverguje
v néjakém bodé t € R absolutné, pak

oo n n oo

Z ‘Ckeikt‘:nllr%o Z ‘ckeikt’:nllrréo Z lek| = Z lex | < o0

k=—o0 k=—n k=—n k=—o0
Odtud jiz plyne jednoduché tvrzeni:

Lemma 2.2.1. Konverguje-li fada (2.8) absolutné alespoti v jednom bodé t € R,
konverguje absolutné a stejnomerne na R a je Fourierovou fadou svého souctu.

Stejné snadno ovéfime, Ze trigonometrickéd fada v goniometrickém tvaru

ap > 3
>+ ; (ak cos kt + by sin kt) ,

s realnymi koeficienty ag, by, pro kterou je splnéna podminka

oo

(lak] + [be] ) < oo, (2.16)
k=1
konverguje absolutné a stejnomérné na R. Pfi praci s timto tvarem fady je vSak
piikladem: fada Y ;- sinkt z Pozndmky 2.1.2 absolutné konverguje ve vsech
bodech t = nm, n € Z, a presto ve vSech ostatnich bodech z R diverguje.

Piiklad 2.2.2. Snadno nahlédneme, Ze fada

oo
Z sink!z
k=1

konverguje na husté mnoziné v R: je-li x = 27p/q, p,q € Z, ¢ > 0, potom sin k!z = 0 pro
viechna k > ¢ a fada konverguje absolutné na mnoziné 2w Q husté v R. Ctena# necht
si povsimne, ze koeficienty této fady nekonverguji k 0. Jak dale ukdzeme, takova fada
nent Fourierovou tadou zadné funkce z L£(27).

Bez dikazu uvedme, Ze trigonometrickd fada (2.12) spliiuje podminku (2.16), jestlize
konverguje absolutné na mnoziné M C R, kterd ma kladnou Lebesgueovu miru. Toto
tvrzeni dokézali r. 1912 A. DENJOY (1884 — 1974) a N. N. LuzIN (1883 — 1950). Pro
Fourierovy fady plati rizné dalsi tvrzeni o absolutni konvergenci; srv. [4] a [75].

Pokud by kazda Fourierova fada konvergovala stejnomérné nebo absolutné,
bylo by vysetfovani jejich konvergence jednoduché. Zpravidla vsak vyzaduje na-
sazeni kritérii pro neabsolutni konvergenci: Shriime na tomto misté, co z Abel-
Dirichletova kritéria pro konvergenci Fourierovych fad jednoduse vyplyva.

Jestlize lima, = limb, = 0 a tato konvergence je monoténni (bez Gjmy na
obecnosti je-li a, \, 0, b, \, 0, fada konverguje bodové vsude s vyjimkou bodu
x = 2nm, n € Z. Konvergence je stejnomérnd na kazdém uzavieném intervalu I,
ktery neobsahuje body 2nw, n € Z. Pokud pracujeme se ,sinovou fadou“, tj.
napi. kdyz koeficienty b,, jsou rovny az na kone¢né mnoho 0, pak tato fada kon-
verguje bodové dokonce vsude v R.

Fourierovy koeficienty lze vSak pocitat i pro nespojité funkce z £(27). MiZzeme
pro né vytvorit jejich Fourierovy fady a zjisfovat, zda viibec v néjakych bodech
konverguji. Nutnou podminkou pro konvergenci fady (2.8) v bodé ¢ € R je, aby
cxe’*® — 0 pro |k| — oo, neboli aby |cx| — 0 pro |k| — oo. Ukéazeme, 7e tuto
podminku splituji Fourierovy koeficienty kazdé funkce f € L£(27). Nejprve v8ak
pouzijeme dalsi omezujici predpoklady.
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Véta 2.2.3 (Riemann, 1853). Necht f € R([a,b]). Potom

b
lim / ft)e ™tdt =0.
|z|]—o0,z€R [,

Diikaz. V pribéhu dikazu vyuzijeme nékterych poznatkt z teorie Riemannova
integralu. Je-li f = x[q,) charakteristickd funkce intervalu [a,b], pak pro kazdé
x # 0 plati

b ) b ) 1 ) ) 2
‘ / f(t) eflzt dt‘ _ ‘/ efzact dt‘ _ ‘ _'(eflzb _ efzxa) ‘ S =
a a —ir |J7 |

Odtud tvrzeni vyplyvéa pro tuto konstantni funkci f. Zrejmé také plati pro ko-
necné linearni kombinace takovych funkci, tedy i pro po ¢astech konstantni funkce
(snadno nahlédneme, Ze jak jsou definovany v koncovych bodech ,intervalii kon-
stantnosti* nehraje podstatnou roli). Oznacime-li pro déleni

D={a=x0<m < <zp=b}

symbolem xj charakteristickou funkci intervalu Iy, = [xg—1,2x), k=1,... ,n—1
a xn charakteristickou funkei intervalu I,, = [2,-1,%,], pak pfi standardnim
oznaceni

my =inf{f(t);t € I}, My=sup{f(t);tel},

jsou dolni a horni souéty pro f € R([a,b]) rovny integrdlim po ¢astech konstant-
nich funkei ), meXk, >, Mixk. Nyni snadno nahlédneme, ze kazdou spojitou, ¢i
obecnéji kazdou riemannovsky integrovatelnou funkci na intervalu [a,b] lze stej-
nomeérné aproximovat po ¢astech konstantnimi funkcemi, a ze tvrzeni tedy plati

pro kazdou f € R([a,b]). O

~

Diisledek 2.2.4. Plati lim o f(k) = 0 pro kaZdou funkci f € R([—m,7]).
Pro Fourierovu fadu funkce f € R([—m,m]) ve tvaru (2.12) plati
lim ap = lim b, =0.
k—o0 k—o00
Nasledujici tvrzeni je zobecnénim predchazejicitho; bézné se oznacuje jako
Riemann-Lebesgueovo lemma a popisuje Lebesgueovo zobecnéni véty dokazané
dfive Riemannem.

Véta 2.2.5 (Riemann 1853, Lebesgue 1903). Necht f € L(R). Potom

o0
lim / fye ™ dt =0.
lz]—o0 /oo
Diikaz. Vétsi ¢ast prace na tomto diikkazu jsme jiz odvedli pii dikazu Véty 2.2.3.
V kazdém piipadé vSak nyni musime vyuzit nékterych poznatkt z teorie integralu.
Je-li f spojitd funkce na R, kterd ma kompaktni nosi¢ spt f (pfipometime, Ze
nosié funkce f definujeme jako uzavér mnoziny {z € R; f(z) # 0}), potom je
spt f C [a,b] pro n&jaky interval [a,b] a tvrzeni pro ni plyne z jiz dfive dokdzané
Véty 2.2.3. Systém vSech spojitych funkci s kompaktnim nosicem v R tvoii linearni
prostor Ci(R). Podle Véty 1.4.1 existuje k libovolnému € > 0 takova spojita funkce
g € Cr(R), ze

I =gy = ([ 150 - gterar) " <<

Odtud jiz platnost dokazované véty snadno vyplyne standardni aproximacni tech-
nikou. Pro f € L(R) plati

‘/_O:o f(t)e—iwtdt‘ < ‘/_O:O (f(t) —g(1) e—imtdt‘ +‘/_O:Og(t)e_mdt‘
S/Z|f(t)—g(t)|dt+’/o:og(t)emdt’.
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Protoze druhy z integralti na pravé strané posledni nerovnosti pro |z| — oo kon-
verguje k 0 a v prvnim lze volit ¢g tak, aby prvni integrél byl odhadnut €/2, je
tvrzeni dokdzano pro funkce z L(R). Rozkladem na redlnou a imaginarni Gast
dostaneme ditkaz véty i pro ,komplexni“ L(R). O

2.3 Které jsou vlastné Fourierovy ?

Nebudeme se podrobnéji zabyvat konvergenci trigonometrickych fad, v tomto sméru se
spokojime pouze s elementdrnimi vysledky. Pfirozenou otdzkou je, zda kazda (vsude)
konvergentni trigonometrickd fada neni jiz Fourierovou fadou. Odpovéd je zaporna a to
nyni dokézeme.

Zacneme jednoduchym, avSak dtlezitym prikladem:
Priklad 2.3.1. Pfedpoklddejme, Ze posloupnost {by}72, je nerostouci a konver-

guje k 0. Déle necht je posloupnost {kb;} omezend. Odhadneme pro vSechna ¢t € R
nezévisle na n € N ¢astecné soucty rady

> by sinkt . (2.17)

Protoze jde o soucet periodickych lichych funkei, staci se misto intervalu [—m, 7]
omezit na interval [0, 7]. V krajnich bodech 0 a 7 jsou ¢leny fady vesmés nulové,
sta¢i proto odhadovat pouze pro 0 < t < .

Piedpokladejme, ze |kby| < M < oo, k € N, a zvolme pevné ¢t € (0,7).
Ozna¢me m celou ¢ast [/t]. Pro 1 < n < m plati pro ¢asteény soucet rady

}Zbksinkt} < kbt < Mnt < M.
k=1

Je-li n > m, staci jesté€ provést odhad vyrazu ‘ > h—m1 brsin kt‘. Ze vzorce (3.13)
vyplyva

n

‘ Z ,kt‘_‘cost/Z—cos(n—l—1/2)t—cost/2—|—cos(m—|—3/2)t‘_
i 2sint/2 -

k=m+1

_‘ _COS(n+1/2)t+COS(m+3/2)t} 1
- 2sint/2 = Tsin(t/2)]”

z ¢ehoz pouzitim odhadu (1.6) dostaneme

2b, 2 )b,
‘ Z by, smkt‘ < 1 (m + Dbmam <2M.
W |smt/2| (m+1)t

Z obou odhadt jiz vyplyva, ze fada (2.17) méa absolutni hodnoty ¢asteénych souctt
odhadnuty konstantou M (7 + 2).

Nyni dokaZeme jesté jedno pomérné jednoduché tvrzeni o Fourierovych koefi-
cientech funkeci z £(27).

Lemma 2.3.2. Je-li f € L(27) a {br}, k € N, je posloupnost Fourierovych ko-
eficientt funkce f uréené pomoci (2.13). Potom je fada > ., bi/k konvergentni.

Diikaz. Polozme g, (t) = > ,_,(sinkt)/k, n € N. Tyto funkce jsou trigonomet-
rické polynomy a podle Abel-Dirichletova kritéria bodové konverguji k 27-peri-
odické funkci g. Protoze podle Prikladu 2.3.1 existuje 0 < K < oo takové, ze
je lgn] < K a g (t)f(t) — g(®)f(t), t € R, je Kf(t), t € R, integrovatelnou
majorantou {g,f} a podle Lebesgueovy véty o majoranté

% B f)g ()dt_nlinéo;/ Z sin kt :Zbk

coz jsme méli dokézat. O
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Piiklad 2.3.3 (dulezity). Trigonometricka fada

oo . k
Yy (2.18)

ktera konverguje vsude v R, je trigonometrickou fadou, ktera neni Fourierovou
fadou. Podle predchézejiciho Lemmatu 2.3.2 by musela byt fada > -, bi/k, tj.

rada
Z .
: klogk

E
[|

konvergentni. Tato fada vSak podle integralniho kritéria zfejmé diverguje (a tedy
funkce f, ktera je souc¢tem fady (2.18), neni z £L(27)).

Je mozné, aby trigonometricka fada konvergovala stejnomérné na R, a pfitom
nebyla absolutné konvergentni? Ano, to ukazuje nésledujici ptiklad:

Priklad 2.3.4. Trigonometricka fada

je stejnomeérné konvergentni. Podle Lemmatu 2.3.2 jsou totiz ¢astecné soucty fady
> e (sinkxz)/k stejné omezené na R a 1/logk — 0; stejnomérna konvergence je
tedy disledkem Dirichlet-Abelova kritéria. Kdyby vySetfovand fada konvergovala
v néjakém bodé x € R\ {nm; n € Z} absolutné, tj.

i k:v| 7

k=2

pak by konvergovala i ji majorizovana fada > 4, (sin® kz)/klogk, a tedy i fada
i 1 — cos2kx
= klogk

Na mnoziné R\ {nr; n € Z} fada Y - ,(cos 2kz)/k log k konverguje. Odtud vsak
plyne, Ze by pak musela konvergovat i fada Y -, 1/k log k. Nalezeny spor ukazuje,
Ze vySetfovana fada nekonverguje absolutné v zadném bodé z R\ {nn; n € Z}.

2.4 Fourierovy rady

Prosty néhled na vzorce (2.10) a (2.13) dava jednoduchy vysledek:

Lemma 2.4.1. Pro kaZdou funkci f € L(27) plati

70| < o= 171, ke

Diikaz. Snadno nahlédneme, Ze plati
27

ot 1
70| < sup | o / sy e ar| <sup oo [ 1wl = 511
kez | 2m kez 2T 27

a ze zobrazeni [ — f(k) zobrazuje P(27) do prostoru omezengch funkci na Z. O

7 jiz dokazané Véty 2.2.5 dostaneme presnéjsi informaci. Jeji jednoduchy di-
sledek dava zakladni vlastnost koeficientit Fourierovy fady funkce z £(27):
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Dusledek 2.4.2. Pro koeficienty Fourierovy tady funkce f € L£(27) plat{
f(k) =0 pro |kl — o0 a ax—0, by —0 pro k— oco.

Diikaz. S ohledem na vztahy mezi ak, by a cx staci tvrzeni zdivodnit pouze pro
f(k) = cg. Pro tento pfipad je vSak diisledkem jiz dokdzané Véty 2.2.5. O

Poznamka 2.4.3. Otéazka, kterd trigonometrickd fada je Fourierovou radou, je
zna¢né delikdtni. Jak je uvedeno v [64], zatimco fada Y-, sin kt/ log k neni Fou-
rierovou fadou, fada )", , cos kt/ log k Fourierovou fadou je. Jiz r. 1875 dokézal
P.D. G.pu Bois-REYMOND (1831-1889), Ze je-li soucet trigonometrické fady f
riemannovsky integrovatelnou funkei na intervalu (—m, ), je tato fada Fouriero-
vou Ffadou. Pozdéji r. 1912 dokézal analogicky vysledek pro funkce z £(27) CH.
DE LA VALLEE-POUSIN (1866 —1962); pfesné&ji: Pokud trigonometrickd fada kon-
verguje bodové vsude v R ke (konecné) funkci f € L(27), potom je tato Tada
Fourierovou Tadou funkce f.

O fadéch podobného typu je zndmo obecnéjsi tvrzeni: Jsou-li {ar} a {br}
klesajici posloupnosti kladnych cisel konvergujici k 0 a

a > 0 ]
f(t) = ?O —I—I;akcoskt, g(t) = l;bksmkt,

pak tyto Tady jsou Fourierovymi fadami, prdvé kdyz f,g € L(27).

To, Ze mohou existovat v§ude konvergentni trigonometrické fady, které nejsou
Fourierovymi fadami, bylo chapano jako jisty nedostatek Lebesgueova integralu.
Motivovalo to Denjoya k dalsimu zobectiovani integralu.



Kapitola 3

Fourierovy rady

V této kapitole si budeme vS§imat jiz vyhradné Fourierovych fad, a to jak
v redlném, tak i komplexnim tvaru. Seznamime se se zdkladnimi vztahy
a vzorci, které pro nas budou mit v dalsim textu pomocny charakter.

3.1 Proc¢ jsou Fourierovy ?

V obdobi do vydéani Fourierovy prace byl D. BERNOULLI (1700 — 1782) patrné
jediny, kdo byl hluboce piesvédcen o moznosti vyjadieni ,,jakychkoli“ funkci po-
moci trigonometrickych fad. K tomuto poznatku dospél pfi vySetfovani chvéni
strun a pii snaze k vysledktim nalézt uspokojivy matematicky model. Soudobi
matematici vSak zili v zajeti predstav hrubé charakterizovatelnych heslem ,,spoji-
tost = existence analytického vyjadreni“, kterému Bernoulliho piesvédceni hrubé
odporovalo.

Vsimnéme si nyni podrobnéji Fourierovy prace o Sifeni tepla [26], kterd méla
velmi slozity osud. J. B. FOURIER (1768 — 1830) podal k posouzeni pafizské aka-
demii véd r. 1807 svij Mémoire ... ; viz [24]. Vychazel z nékolika zakladnich
principt:

(a) Prvotni pfi¢iny jevl nejsou znamy, ale jevy podléhaji jednoduchym zéko-
nitostem, které lze odhalit pozorovanim.

(b) Fyzikéalni problémy lze pfevést na problémy matematické a ty pak feSenim
dovést ke koneénym (numerickym) vysledktm.

(c) Matematika je stejné rozmanita jako pfiroda.

MY X M v

V préci Fourier velmi Gispésné fesil nejen fyzikalni, ale i matematické problémy.
Od zacatku vykladu ukazoval, Ze soudobé matematické nastroje a prostiedky
jsou nedostacujici. Pro nas je zajimava jen cast matematického aparatu, ktery
pouzival, a to podstatné vice nez problémy, které jim fesil. Praci posuzovali velmi
zndmi matematici: P. S. LAPLACE (1749 —1827), J. L. LAGRANGE (1736 — 1813),
S.F. LACROIX (1765 — 1843) a G. MONGE (1746 — 1818). Posudek nebyl pfiznivy,
ne vsak zcela odmitavy. I pro soudobé matematiky byla Fourierova prace natolik
zajimavd, Ze se rozhodli jeji Gstfedni problém (vedeni tepla) vyhlasit jako hlavni
téma pro velkou cenu akademie pro r. 1912.

Prakticky stejné grémium pak praci, kterou Fourier podal po pfepracovani
r. 1811, prisoudilo tuto cenu. Na druhé strané byla v posudku obsazena kritika
Fourierovy piesnosti a uzitych metod. Prace nebyla publikovana v memodarech
parizské akademie a objevila se v pfepracované a rozsifené verzi az r. 1822.

Pro ilustraci uvedme trochu zjednodusené jeden z problémii, kterym se Fourier
zabyval. Slo o popis vedeni tepla v nekoneéné tenké , obdélnikové“ desce. V R? tuto
oblast popiSeme jako mnozinu M = {[z,y] € R®*;z > 0, —7/2 < y < 7/2}.
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Hledana funkce z = z(z,y) na M méla vyhovovat podminkam
fly) =2(0,y), y € [—7/2,7/2] je suda funkce, a
2(x,—7/2) = 2(z,7/2) =0, z € (0,+00),
a byt feSenim (Laplaceovy) rovnice, kterd popisuje ustleny stav

9%z 9%z

@—Fa—yQ:O. (3.1)

Prvni a nejdtilezitéjsi ptipad, ktery fesil, byl f(y) = 1. Fourier hledal feSeni ve
tvaru z(z,y) = ¢(x)Y(y) (tomuto zpiisobu FeSeni se k& metoda separace pro-
ménnych). Z rovnice (3.1) dostal

" (@)Y (y) + e(x)y" (y) =0,
a za predpokladu, ze obé derivace ¢, ¥" nenabyvaji hodnoty 0, rovnici

px) )
¢'(x)  Y(y)

Leva strana predchazejici rovnosti zavisi pouze na = a prava zase pouze na y,
jsou proto konstantni (a neméni znameni). S ohledem na okrajové podminky

Y(—1) = 9(1) = 0 musi byt

plr) U(y)
¢ () U (y)

Fourier nyn{ polozil ¢ = 1/n? a dostal pro kazdé n € N obecn4 feseni

=—-c<0.

>0,

o(x) =c1e™™ + 2™, P(y) = ez cosny + cysinny .

Protoze hledana funkce musi byt suda vzhledem k proménné y, dostaneme c4 = 0.
Dale usoudil, Ze co = 0, nebot s rostouci vzdalenosti od zdroje tepla musi teplota
konvergovat k 0. Tak dospél k vyjadireni

z(z,y) = ce™* cosny,, (3.2)

kde konstanty ¢ a n je tieba urcit. ,,Obecné feseni“ popsal v analogii k oby¢ejnym
diferencialnim rovnicim jako ,nekonecnou lineadrni kombinaci®

z(x,y) = are” ™M cosniy + aze” "7 cosnay + aze” " cosngy + - - -

Okrajova podminka ¢ (—m/2) = ¢ (7/2) = 0 je splnéna pron; =1, ny =3, ...,
a tak pro obecnou sudou f po dosazeni x = 0 obdrzel

f(y) = a1 cosmy + az cos 3wy + azcosbmy + - -+, (3.3)

coz je vyjadreni f pomoci Fourierovy rady.
Jeden detail. Fourier pro f = 1 hledal koeficienty rozkladu pomérné komplikovanym
zpusobem, a to FeSenim ,nekonecné soustavy rovnic o nekoneéné mnoha neznamych“.
Tuto soustavu obdrzel postupnym derivovanim:

1=aicosy+azcosdy +aszcosby +ascosTy +---

0=aisiny 4+ 3azsin3y 4+ Sazsindy + TassinTy +---

0=ajcosy+ 32as cos 3y + 5%as cos 5y + 724 cos Ty

0=aisiny + 33a2 sin 3y + 53a3 sin 5y + 73a4 sin7y + - --
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Do této soustavy dosadil y = 0 a po slozitém vypoc¢tu dostal napt. vyjadieni a; pomoci
nekonecného soucinu tvaru

3?2 52 7 9?2 .
32 _12 52 _12 72 _12 92 _q12 7

analogicka vyjadieni obdrzel i pro a2, as,.... Po zjednoduseni dospél k rovnosti

a1 =

E*cos —30053 +lcos5 —
1 Y 3 Y 5 Y

Na tehdejsi dobu pfedvedl Fourier neobyéejny vykon! CH. E. PICARD (1856 — 1941) o tom
pozdéji napsal: Byl to ve své dobé odvazny vyzkum a my v ném nemusime hledat presnost
Zadanou v dnesni dobé. V kazZdém pripadé bychom neméli zapomenout, Ze se Fourier
jako prvni odvdzil tesit nekonecnou soustavu rovnic o nekonecné mmnoha nezndmiych.
V analijze je mnoho probléma, které vedou na teseni takovijch soustav. Poznamenejme, ze
Fourier zcela moderné definuje konvergenci funkénich rad, ale nezabyva se ji. U popsané
fady jeji dikaz pfenechava Gtenafi a podotykd, ze v intervalu (w/2,3w/2) konverguje
k —m /4, atd. Na jiném misté konstatuje, zZe tato fada konverguje pomalu. Uvadi i obvyklé
vzorce pro vypocet koeficientd fady pomoci integralu, s nimiz se dale seznamime.

Cviéeni 3.1.1. Pomoci vztahu (4) z Gvodni ¢asti odvodte ,eulerovsky“ pro vSechna
z € (0,7) formalnég, bez hlubsiho zdtvodnéni, vyjadieni

1_é<sinx+sin3x+sin5:c )
B 1 3 5 '
Podobné odvodte pro vSechna x € (7/2,7/2)

1==
T

1 3 5
Pozdéji, az budeme mit dokazanu tzv. Fejérovu vétu, tyto vzorce dostaneme velmi jed-
noduse ,,zadarmo“.

4 ( cosr cosdx  sinbx )

Cviceni 3.1.2. Opakovanou integraci odvodte ze vzorce (5) z ivodni éasti s dosazenou
hodnotou C> = 7r2/6 vzorec

oo
cos kx 2t wed w%? ot

A T T R (34)

k=1

ze kterého vyplyva Y 7, k4t =gt /90. Hodnotu integra¢ni konstanty urcete obdobné
jako pfi odvozovani vzorce (5) dosazenim =z = 7/2 a x = 7.

Nyni ukézeme, Ze vzorec (4) z Gvodni ¢asti je jednoduchym piikladem Fou-
rierovy fady nespojité funkce f, takze tato fada nekonverguje stejnomérne; proto
na ni vahu o stejnomérné konvergenci nemutizeme pouzit.

Piiklad 3.1.1. Ozna¢me f(z) = (7 — x)/2, = € (0,27), a spo¢téme Fourierovy
koeficienty funkce f, resp. jejiho 2w-periodického rozsifeni na R. Pro & = 0 je
ziejmé

1 s

= — t)ydt =0
€ 21 ,,,() ’

protoze f je licha integrovatelna funkce. Pro k # 0 je

1 i m—t ikt
= — —— e dt = 3.5
“=or ) T2 ¢ (35)
1 —t —ikt | o 1 ™ 1 —ikt 1
_lm—ter _ 1 (__)(e, ):_,. (3.6)
2n 2 —ik li=—x 27w J_, 27\ —ik 2ki

Protoze ap = cx +c_ =0, by = i(Ck — C,k) = ]./k, je

T—x i sin kx
2 E
k=1

ale to je zatim vse, co mizeme o fadé€ fici. Je vSak ziejmé, Ze ve vSech bodech
tvaru = nm, n € Z, je soucet fady roven f(z) = 0.
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3.2 Trigonometrické polynomy

V této casti si blize vSimneme vlastnosti systému vSech trigonometrickych polynomi,
zejména jejich vztahu k prostorim spojitych a integrovatelnych funkci. Pokusime se
rovnéz pomoci srovnani ukéazat, jak lze pouzitim vhodného zapisu pracovat vyhodnéji,
pokud chceme ,specifické* tvrzeni.

Lemma 3.2.1. Soudet a soudin trigonometrickych polynomi (tedy také i moc-
nina trigonometrického polynomu s exponentem k € Ng) je opét trigonometricky
polynom. Systém T wvsech trigonometrickych polynomi tvori algebru. Posunutim
0 a € R prejde trigonometricky polynom T(t), t € R, opét v trigonometricky
polynom T(t +a), t € R.

Diikaz. Pokud pracujeme s exponenciadlnim vyjadienim, je trigonometricky poly-
nom kone¢nou linearni kombinaci funkei e** tvaru Y _  cre’** s komplexnimi
koeficienty cj. Odtud je tvrzeni zfejmé, snad s vyjimkou ¢asti o posunuti. Ta plyne
z toho, Ze rovnost

Ckezk(t-i-a) — (Ckeika) . eikt

aplikujeme na jednotlivé ¢leny polynomu. O

Poznamka 3.2.2. Predchazejici tvrzeni plati i pro polynomy v ,trigonometric-
kém tvaru“ s redlnymi koeficienty ay, bx; dikaz je opét snadny, staci si uvédomit
platnost vzorct ze stfedoskolské latky. Tvrzeni o soucinu si stac¢i rozmyslet pro
dva ¢initele. To v8ak vyplyne ze vzorci (1.29) a(1.31), které jsme jiz p¥ipomi-
nali. Kone¢né tvrzeni o posunuti je disledkem soudtovych vzorct pro sin(t 4 a)
a cos(t + a). Celkové je to patrné jednodussi nez préce s podminkou symetrie
c_ =c¢x z (2.6).

Dausledek 3.2.3. Systém 7, vsech trigonometrickych polynomi stupné nejvyse
n-tého tvori linedrni podprostor prostoru T ; pokud znacime symbolem CC wvztah
byt podprostorem linedrniho prostoru®, je T,, CC T CC C(T).

Budeme-li na prostoru C(27) pracovat s normou, plati

11 = llflloe = sup{|f ()| ; t € I},

kde I je libovolny interval délky alespon 27. Pfi uziti jiné normy to vzdy explicitné
uvedeme. Pfipomenime, ze pokud f, € C(27) a posloupnost {f,} stejnomérné
konverguje k funkci f, je nutné f € C(2). Plati téZ zfejmé inkluze

T CCC(2m) CC La(27).

Dalsi analogie mezi polynomy a trigonometrickymi polynomy se tyka stejno-
mérné aproximace.

Poznamka 3.2.4. Obé véty, tj. klasickou o stejnomérné aproximaci (komplexni) funkce
na uzavieném intervalu [a,b] ,oby&ejnymi“ polynomy i tu, kterou nyni dokdzeme, pu-
blikoval Weierstrass v praci [72] z r. 1885. Véty nejsou nezavislé, z kterékoli z nich lze

vvvvvv

ponékud pracny klasicky dtkaz.

Véta 3.2.5 (Weierstrass 1885). Necht f € C(T) a nechte > 0. Potom ezistuje
trigonometricky polynom T, pro ktery je || f — T | < e.

Diikaz. Budeme provadét elementarni ivahy zalozené na vlastnostech trigonometrickych
polynomti, popsanych v Lemmatu 3.2.1. Nejprve dokéZeme ¢asteény vysledek, ktery ndm
pak pomuze dokizat obecné tvrzeni: Ke kazdému € > 0 a kazdé funkci f € C([0,7])
existuje trigonometricky polynom 7', ktery je sudou funkci a pro ktery je |f(t) =T (t)| < e
pro vSechna ¢t € [0, 7].
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Funkce z — f(arccosz), z € [—1,1] je spojitd, takze existuje takovy polynom
¥ _o axx” stupné n € N, pro néjz

‘f(arccos x) — Z akxk’ <e.
Polozime-li = cost, dostaneme pro vSechna ¢ € [0, 7|
n
’f(t) —Zakcoskt’ <e,
k=0

kde soucet je ziejmé sudym trigonometrickym polynomem. Nyni jiz prejdeme k dukazu
vyslovené véty: Je-li f € C(27), rozlozime ji na sudou a lichou ¢ast

PORICE (CONFIORTICI

Funkce g1(t) = (f(t) + f(—t))/2 a g2(t) =sint - (f(t) — f(—t))/2 jsou obé sudé, a tak k
danému € > 0 existuji trigonometrické polynomy 771, 1> tak, ze

lgr(t) = T(t)] < =

1 k=12 a te[0,7].

Protoze gi i Tk, k = 1,2, jsou sudé funkce, plati nerovnost i na intervalu [—m, 7 ]. Tyto
funkce jsou vSak i 2m-periodické, a tak nerovnost plati pro vsechna ¢t € R. Odtud vyplyva,
ze trigonometrické polynomy

Ts(t) = Th(t)sin®t a Tu(t) = To(t)sint
aproximuji s presnosti £/4 funkce g1(t)sin®t a go(t)sint, takZe pro jejich soudet
g1(t)sin® t + go(t) sint = f(t)sin’ ¢
dostavame pro 15 = T3 + T4 odhad

|f(t)sin® t — T5(t)| < %

Pfipomenime, ze v této Gvaze jsme pracovali s libovolnou funkei f € C(27). Analogicky
lze k 2m-periodické funkci g : t — f(t — 7/2), t € R nalézt trigonometricky polynom Ts
tak, ze pro T7(t) = Ts(t + 7/2)

[f(t) cos® t — T (t)| = | f(t) cos® t — Ts(t + 7/2)| = |g(t) sin® t — Te(t)] < % .
Konecné pro Ts = 15 + T7 dostaneme pro vsechna t € R
() = Ts(6)] = [ £(£)(sin® t + cos™t) — T5(t) — Ty (t)| <e,
¢imz je dikaz tvrzeni dokoncen. O

V dalsi vété budeme silné vyuzivat poznatktl z teorie integralu. P¥ipomenme,
Ze z vlastnosti stejnomérné konvergence a predchéazejici véty vyplyva hustota sys-
tému vSech trigonometrickych polynomu v prostoru C(27) i v pfipadé, Ze je uva-
Zujeme jako podprostory L,(27) s normou . Dokézeme vsak jesté vice. Plati
nasledujici tvrzeni.

Véta 3.2.6. Necht 1 < p < o0, € > 0 a necht f € L,(2w). Potom existuje
trigonometricky polynom T tak, Ze | f — T, < e.

Diikaz. Uvedeme stru¢ny popis jednotlivych krokt dikazu. Uvédomime si, Ze staci
nalézt spojitou funkci g na intervalu [ —m, 7], pro kterou g(—7) = g(7) a tuto
funkci periodicky rozsifit s periodou 27 na R. Tuto funkci g pak aproximujeme
trigonometrickym polynomem 7 podle Véty 3.2.5 tak, aby napi. platila nerovnost
lg=Tlly < /4.
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Funkci f € L1(27) nejprve aproximujeme jednoduchou omezenou funkei g;
tak, Ze

™
[ 150 -a@ra =11 £ - ol < /2.
-

Funkci g; dale aproximujeme pomoci Luzinovy véty (srv. [62], Véta 2.23) a se-
strojime spojitou funkci go s kompaktnim nosi¢em tak, Ze mnozina

{ze[-mn]; g1(x) # ga(x)}

bude mit tak malou miru, aby platilo [|g1 — ¢2|l, < &/4. Kone¢né definujeme
spojitou funkci g na intervalu [ —m, ] tak, Ze g = g2 na [—m, 7 — 0], 0 < § < 2,
a g je linedrni na intervalu [7 — 4, 7], pfi¢emz g(7w) = g(—m). Pfitom pouZijeme
mozné volby ¢ k tomu, aby ||g2 — g||, < €/4. Zbytek je disledkem trojthelnikové
nerovnosti. (]

3.3 Dirichletovo a Fejérovo jadro

V této Casti zavedeme funkce, které se nazyvaji obvykle Dirichletovo a Fejérovo jadro,
a shrneme jejich vlastnosti, které budeme v dalsim vykladu potfebovat. Jak ukazeme
pozdéji, Fejérovo jadro ma ,lepsi“ vlastnosti.

Hodnotu édstecného souctu prvnich n+1 ¢lent Fourierovy fady v bodé x € R
budeme znadit s, (f,z), tj.

n

sp(f,z) = 70 + ; ay cos kx + by sinkx) = k; cp e (3.7)

Budeme se snazit najit podminky, které zaruci pro dostatecné sirokou t¥idu funkci
f konvergenci s, (f, ), dle moznosti pfimo k hodnoté f(z), a to nejen ve smyslu
obycejné konvergence, ale i ve smyslu jednoduchych scitacich metod. Proto bude
pro nés dulezité vyjadiit s,(f,z) v takové formé, abychom mohli s s,(f,z) jed-
noduse pracovat. Zavedeme proto dvé dilezité funkce (jddra), které nam takové
elegantni vyjadfeni s, (f, z) umozni. Budeme pracovat s Dirichletovgm jadrem D,
a Fejérovym jddrem K,. Oznacime-li pro n € N

Du(t) :% 3 e (3.8)

k=—n

lze ¢astedny soucet s, (f, ) Fourierovy fady funkce f v bodé x vyjadfit ve tvaru

sn(f,x) = i cpettt = 271_/ f(@) _’ktdt)

k=—n =
71r/ ( %i e ”)dt:% 7ﬁf(t)Dn(x—t)dt,

takZe plati vzorec

sn(f,2) :% _F F(O) Dl — 1) dt . (3.9)

Podobné pro vyjadfeni primérti posloupnosti ¢asteénych souctd zavedeme
oznadeni o, (f,2) =1/(n+1) >, _, sk(f,z). Snadno nahlédneme, ze

oulf) =+ [ K-t (3.10)
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kde jadro K, je vyjadfeno pomoci jader D,, vzorcem

Kn(z) = > Di(x). (3.11)

Pravé ,zprimérovani“ je pri¢inou podstatné odlisSnych vlastnosti obou jader.
Vsimneme si nejprve vyjadfeni Dirichletova jadra, avsak pied tim uvedeme néko-
lik poznamek.

Poznamky 3.3.1. (a) Pojem Fourierovy fady je podstatné spjat s uivangm in-
tegralem. Pii pouziti Lebesgueova integralu mizeme Fourierovu fadu vytvorit pro
podstatné $irsi tfidu funkci f, nebot koeficienty ax, by a cx jsou definoviny pravé
pomoci integralu, jehoZ existence zavisi na f.

(b) Velikost periody neni p#ili§ podstatna: miZeme analogicky pracovat se systé-
mem funkci {1,sin(2k7nx),cos(2knz)}, k € Z, které jsou 1-periodické, nebo pro
[ > 0 s funkcemi {1, sin(2kwx /1), cos(2kwx/1)}, k € Z, které maji periodu I.

(c) Existuji-li integraly, definujici Fourierovy koeficienty f, pak pro sudou funkci f
plati by = 0 pro vSechna k € N a podobné pro lichou funkci f je ar = 0 pro vSechna
k € Ng. To hraje roli pfi formulaci ptikladt typu: ,, ... rozvedte v sinovou fadu
funkei f“ nebo ,, ... rozvedte v kosinovou radu®, apod. S takovymi formulacemi,
které je tfeba chapat jako jisté licence, umoznujici stru¢néjsi vyjadreni, se ¢tenar
setka zejména pii formulaci prikladu a cviceni.

~

(d) Budeme uzivat oznaceni f(k) pro cg, k € Z; je z ngj patrné, s jakou funkci
pracujeme a pozdéji vede ke zvyraznéni formalni souvislosti s Fourierovou trans-
formaci funkce f

]?(:1:) = %[ ft)ye ™ dt, x€(0,00).

Pro snadné vyjadieni Dirichletova a Fejérova jadra se ndm budou hodit nékteré
elementarni vzorce. Z Moivreovy véty vyplyva pro vSechna n € N plati rovnost

Zeikm = Zcoskx—l—iZsinkx;
k=1 =1 k=1
snadno nahlédneme, ze také
i eikx el + ei(n—i—l)x e—iw/2 eiz/Q _ ei(n+1/2)x
s 1—eit  o—iw/2 eit/2 _ g—ix/2
_ [cos(n+1/2)x +isin(n +1/2)x] — [cosx/2 +isinx/2]
N 2i sinx/2 N
[sin(n +1/2)z —sinz/2] +i[cosx/2 — cos(n + 1/2)z]
N 2sinz/2 '

Odtud dostaneme vzorce

R _ sin(n +1/2)x —sinx/2

Cr(x) := ;COS kx = 252 , (3.12)
e _ cosx/2—cos(n+1/2)x

Sp(x) := ;sm kx = Ssnz/d , (3.13)

které plati pro 2 € R\ {2n7; n € Z}, resp. kratseji € R\ 27Z (posledni ,soucin®
chdpeme ,mnozinové“).
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Dusledek 3.3.2. Z (3.12), (3.13) plynou pro viechnan € N a z € R\27Z odhady

‘ Z coskx W ‘ Z sin kx m (314)

Je vhodné si pov§imnout, Ze druhy ze souc¢ti je pro kaZdé z € R omezeny nezévisle
na n € No: pro @ = 27k jsou totiz ¢astecné soucty Fady > .-, sinkz vesmés
rovny 0. Odhad je zavisly na z, stejnomérny odhad vzhledem k x € R nalézt
nelze. Na druhé strané vSak na kazdém kompaktnim intervalu I neobsahujicim
nasobek mm, m € Z, lze soucty odhadnout nezavisle na x € I. Podle Véty 1.2.7 za
predpokladu, Ze nerostouci posloupnosti {ax }, {bx } konverguji k 0, je konvergence
fad ) po, apcoskx a ), ; by sin kx na kazdém takovém intervalu I stejnomérna.

V dalsim budeme mnohokrat pouzivat vyjadieni z nasledujiciho tvrzeni:

Lemma 3.3.3 (Dirichletovo jadro). Dirichletovo jadro D,,, n € Ny, md nd-
sledugici vlastnosti:

(2) Dn(w) = ;(1_'—2 et e m ) = (%—Ficoskx) =

2 sin £C/2 (1/2)(sin(n:c)~cotg(g;/2) + COS(NI)) ,

pricemz vyjadientd na druhém tdadku maji smysl pouze pro x € R\ 277,

® 2 [ Du@)ds =1,

T™J-n

(¢) Dp(x) = Dy(—2x) pro vsechna x € R\ 27Z,

2 1
n pro viechna x € R\ 27Z,

(d) Dn(z) <

(e) [Dn(z)] < 9% z € (0,7].

Diikaz. Prvni dvé rovnosti v (a) plynou z definice jadra (3.8) a Eulerovych vzorclt
(2.2). Z tohoto vyjadfeni téz vidime, Ze D,, jsou vesmés sudé funkce, plati tedy (c).

Vyjadfeni na druhém fadku v (a) dostaneme tpravou ze vzorce (3.12) nebo
z druhé rovnosti v (1.30) dosazenim (k+1/2)x za m a (k—1/2)x za n. Dostaneme
tak pro k =1,2,... ,n rovnosti

. 1 . 1 . T
sin (k + 5)96 — sin (k — 5):10 = 2cos(kx) sin o

a jejich sectenim spolu s vyuzitim ,teleskopi¢nosti“ souctu vzorec

1
sin (n—|— 2)x—s1n— = sin — ( Zcoskx)

Levou stranu jesté upravime pomoci druhé rovnosti v (1.30) a po dalsi jednoduché
Upravé obdrzime s pfihlédnutim k jiz odvozenému vyjadieni D,

1 z /1 " x
sin (k + 5):10 = 2sin 3 (5 + ZCOS kw) = 2sin 3 D, (z),. (3.15)
To jiz pro = € R\ 27Z déava tieti rovnost. Dalsi rovnost dostaneme z (3.15) roze-
psanim levé strany pomoci sou¢tového vzorce pro funkci sinus a Gpravou, ovSem

opét pouze pro x € R\ 277Z.
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Konstantni funkce f = 1 je prvkem trigonometrického systému, jehoz prvky
jsou vzajemné ortogonalni. Odtud plyne

1 [ 1 /™ d
— Dn(a:)d:c:—/ &g

™) . T . 2

pro v8echna n > 0; tim jsme dokézali rovnost v (b). Odhad v (d) vyplyva z ,ko-
sinového* vyjadieni D,, v (a). Konetné snadno nahlédneme, ze funkce sin je na
intervalu [0,7/2] konkavni, takZe je na tomto intervalu zdola odhadnuta funkci
2z /7. Proto je

2
sins > /2=2 ze(0,n], (3.16)
2 T us
z ¢ehoz uz snadno obdrzime
’ sin((?ﬁb—i- 1/2)x ‘ < 1 - (3.17)
2sin(z/2) 2-x/m 2z
Tim jsou vSechna tvrzeni lemmatu dokézana. O

Poznamka 3.3.4. Analogicky dostaneme z odhadi (3.14) jako jednoduchy du-
sledek odhady

|Su(z)| <7/2z, x € (0,7], a [Dn(x)]<7/2z, z€(0,7], (3.18)
které nam i v dalsim budou uzite¢né.

Lemma 3.3.5 (Fejérovo jadro). Fejérovo jidro K,, n € Ny, md ndsledujici
vlastnosti:

_ 1 - 7] ijz _ 2 sin((n—|—1)x/2) 2
) ke = 5]-_2_:,,<1_7~L+1)e - (n+1)< 25in (2/2) ) |

kde druhd rovnost plati pouze pro x & 27,

) 2 [ Kn@yde =1,

™

—T

(¢) Kn(z) = K,(—x) pro vsechna x € R\ 21Z

1
(d) 0<Kp(z) < % pro viechna x € R\ 27Z

7T2

0<Ky(z) L ————, 0,m].
Diikaz. Z definice Dirichletova jadra plyne pro n > 0

n n

n k
(n+DEn(2) = Di(a) =3 % S i = % S (n+1—[k)e
j=—k

k=0 k=0 — k=—n

coz dava prvni ¢éast (a). Posledni rovnost nejsndze nahlédneme z nasledujiciho
schematického rozpisu vyrazu za prvni sumou:

1 .
E(esz_i_
eiOz 4 ei1x+efi1x+

ezOz 4 e’le_Fef’le_'_ ele +67121 4

ei0r | il | g—ile | oi2n | o2z . 4 gine +e—inm) ,
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zde je %% v prvnim sloupci (n + 1)-krét, e’ a e~ je ve druhém a tietim sloupci
n-krat, atd., a konecné e'"* a e~*"* v poslednich dvou sloupcich jedenkrat.

Pro dtikaz druhé rovnosti v (a) vyjdeme z vyjadfeni (3.11), z néhoz plyne
(n+1)Kn(z) = Dn(x (3.19)
k=0

dosadime-li za Dy(x), k =0,... ,n, ,sinovd* vyjadfeni z Lemmatu 3.3.3, dosta-
neme po vynasobeni vzniklé rovnosti faktorem 2 sin?(z/2)

2 (n+ 1)sin®(z/2)K. Zsm (k+1/2)z) sin(z/2).

Souciny, které sCitdme na pravé strané predchézejici rovnosti, upravime pomoci
tfetiho vzorce v (1.30) na tvar, ve kterém vyuZijeme teleskopi¢nosti kone¢ného
souctu. Tak postupné dostaneme

"~ coskz —cos(k+ 1)z 1—cos((n+1)z) x
Z 5 = 5 = sin ((n+1)2),

k=0

z ¢ehoz jednoduchou tpravou plyne zbytek (a) a zéroven téz i (c).

Rovnost (b) plyne z definice K, a z Tvrzeni 3.3.3 (b). Z vyjadfeni Dirichletova
jadra dostavdme z Tvrzeni 3.3.3 (a) ,hrubym® odhadem |Dg(x)| < (2k + 1)/2,
takZe pro nezdporné Fejérovo jadro K, (z) je

- 1 - (n+1)2
DK Dp(z) < =Y (2k+1) 7;

odtud jiz snadno plyne (d). Protoze jsme pro z € (0, 7] odvodili odhad (3.16),
dostavame jeho uzitim

0<K()<(7T)2 1 0<a<

n@) < (=) ——, x <.

- x/ 2(n+1)

Tim jsou vSechny vySe uvedené vlastnosti jadra K,, dokazany. O

Poznamka 3.3.6. Néktera vyjadieni obou jader budi podezfeni, Ze mohou byt obé ja-
dra v okoli bod, které vylu¢ujeme (,nulové body jmenovatelti“), neomezend. Vyjadieni
pomoci kosinti v Lemmatu 3.3.3 a vyjadfeni K,, pomoci D, vSak ukazuji, Ze obé jadra
jsou ve skute¢nosti spojitymi funkcemi na R. Casto se za jadra povazuji tato spojita
rozsifeni i v pfipadé vyjadreni, ve kterych jsme body tvaru 27Z vyloucili.



Kapitola 4

Bodova konvergence
Fourierovy rady

V této kapitole si podrobnéji vSimneme otazek konvergence Fourierovy
fady a dokazeme néktera tvrzeni o jeji bodové konvergenci.

4.1 Nejjednodussi pripad
Pfipomenme, Ze pro funkci f € P(27) jsme jiz dokazali, Ze plati
(k) =0 pro |k| — +occ.

Tvrzeni 2.2.5, ze kterého jsme tento poznatek odvodili, a¢ byva ,skromné“ na-
zyvano Riemann-Lebesgueovo lemma, je ve skutecnosti velmi dtlezitym a silnym
dové konvergence Fourierovy fady. Dokézeme jednoduchou variantu takového tvr-
zeni, dtikaz v8ak lze dale bez relativni ztraty jednoduchosti zobectiovat; srv. [32].
Dtkaz je proti klasickému krats$i a umoznuje jiny pohled na problematiku kon-
vergence Fourierovych fad, ale je zejména pfi prvnim studiu této problematiky
,méné pruhledny*.

Tvrzeni 4.1.1. Necht f € P(27) a necht t € R je takovy bod, ve kterém md f
vlastni derivaci f'(t). Potom pro édstecné soucty Fourierovy fady plati

sn(f,t) = f(t) pro n— +o0.

Diikaz. Budeme pracovat s exponencialnim tvarem Fourierovy fady. Jestlize fun-

~

kce f je z P(27m) a f(k) jeji k-ty Fouriertv koeficient, definujeme pro m,n € N

sma(fit): = Y Fk)e™;

k=—n

tak jen nepatrné zobecnujeme ,symetrické soucty* a dokdzeme tedy o trochu vice,
totiz ze

Smon(f,t) = f(t) pro m,n — +o0.

Rozmyslime si dikaz pro t = 0 a f(¢t) = 0, kdy bude formélné velmi jednoduchy.
Tato redukce je bez ztraty obecnosti moznéd diky tomu, Ze zavislost s,(f,t) na
funkcich je linedrni, a Ze po posunuti je vznikla funkce opét z P(2). Protoze nyni
plati f(0) =0 a f'(0) je vlastni, existuje pro funkci

o) = gy =~ T ()
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konecéna lim, .o g(z) a g je tudiz v okoli bodu 0 omezend. Proto lezi g také v
Ly. Jelikoz je f(x) = (e®® — 1)g(x) = e®g(x) — g(z), snadno nahlédneme, 7e pro
Fourierovy koeficienty funkce f plati

Fk) =gk — 1) — G(k). (4.2)

Odtud vsak vidime, ze Fourierova fada funkce f je ve zfejmém smyslu teleskopickad.
Proto plati podle Dusledku 2.4.2

Smn(f,0) Zf (=n—=1)—=g(m) — 0= f(0) pro m,n — +oco,
k=—n
¢imz je dikaz dokoncen. O

Poznamky 4.1.2. 1. Jiz pfedchézejici Tvrzeni 4.1.1 ndm umoziiuje v jednoduchych
pripadech rozhodnout o bodové konvergenci Fourierovy fady. Tak napt. Fourierova fada
funkce z Piikladu 3.1.1 konverguje k této funkci ve vSech bodech R a vzorec (4) z Gvodni
kapitoly plati pro vSechna t € (0, 27).

2. Ze vztahu (4.1) je ziejmé, ze pro omezenost funkce g v okoli nulovych boda jmenovatele
sta¢i omezenost

f(z) = £(0) f(x) = f(zo)
0 . .

X — X0
v néjakém okoli bodu 0, resp. xzo.

Piiklady 4.1.3. 1. Polozime-li f(z) =z, z € (—m, ), je 2m-periodické rozsifeni f1 této
funkce definovdmo na R\ {x; z = 2kw, k € Z} a je to licha funkce, lezici v P(27). Proto
bude platit pro Fourierovy koeficienty fi rovnost ar = 0, k € Ny, zatimco pro k£ € N je

2(-1)**!
—/ cosk:cdm—T.

bkzg/ xsin kx dx :—szOSkx
0 T k

s

Proto, vzhledem k diferencovatelnosti f1 na R\ {z; x = 2kw, k € Z}, plati na této
moziné

1 2 3

:2i k+131nkt 2<sint sin 2¢ Sin3t_”.).
k=1

Snadno téz nahlédneme, ze ve zbyvajicich bodech ¢t € R konverguje tato fada z definice
k 0.
2

2. Podobné pfi analogickém oznaleni, ale jiz trochu rychleji, pro funkci f(z) = z~,
x € (—m,m) a jeji 2m-periodické rozsifeni f1 dostaneme

wo2 (e 2
T 0 " 3mle=0 3’
a pro ostatni k, tj. k € N,
2 [T 22% sin kx| 7 4 (T
ak:—/ 1’2C0Sk$dl’:w — rsinkxdr =
T Jo km e=0 kT

4

4 k ™ 1 " ’
= R g [ ket = (0

k

z=
Proto plati pro t # 7 + 2km, k € Z,
2

kcos kx 7 cosT  cos2x
f :—+4Z :?—4(1—2—74-"'). (4.3)

Protoze rovnost (4.3) plati pro ¢t = 0, dostaneme jako vedlejsi vysledek vzorec pro soudet

zajimavé Ciselné rady

oo
G=Y () =T (14)
Pt 12 '
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fada v (4.4) konverguje absolutné. Ozna¢me

E:Z% a F= kz k_l (4.5)
=1

k=1

Snadno zjistime pomoci elementarnich operaci s fadami, ze plati £ = F + E/4, tj.
F =3E/4, a G = F — E/4 = E/2; z téchto vztahi pak snadno obdrzime pro fady z
(4.5)

»

=1 s > s
E=Y 5=% F= T 4.6
kzzlkz a kzzlzk—1 ) (4.6)

3. Je-li f definovéna na intervalu (0, 7), lze ji rozsifit na interval (—m.7) rliznym zpuso-
bem. Tak lze ziskat rtizné rozvoje f na intervalu (0, ). Je-li toto rozsifeni sudou funkci
na (—m.7m), jsou koeficienty bi tohoto rozvoje vesmés rovny 0, je-li toto rozsiteni lichou
funkci na (—m.7), jsou rovny 0 vSechny koeficienty ax. Toho se ¢asto pouziva.

Jednu z téchto moznosti jsme vysettili v pfedchazejicim prikladu, porovname ji proto
s ptipadem lichého rozsifeni a uréime jejesté Fouriertiv rozvoj funkce fi(x) = 2%sgnz,
z € (—m, ). Snadno spocteme

B 1) 4((-DF -1
bk:z/ :c2sink::cd:c:--~:2( D) W—{— (( ) )
T Jo k k3

Proto plati pro t # 7 + 2km, k € Z,

sint sin2t sin3t
f()’2<1 2 T3 _'")_
8 /sint sindt  sinbt
_E<? 335 +"'>; (4.7)

srovnejte ,nazornd vyjadieni“ obou rozvoji (4.3) a (4.7). Pro body nespojitosti funkce
f1, které jsou tvaru t = 7w + 2km, k € Z, vidime, ze Fouriertv rozvoj fi1 v téchto bodech
konverguje k 0, coz je prumér limit fi(t+) = limz—¢4 f1(z) a f1(t—) = limy—i— f1(z).

4. Vratime se jesté jednou k funkci f(z) = 2* a nalezneme Fouriertv rozvoj funkee fi,

coz bude 2m-periodické rozsireni restrikce f|[g 2x). Snadno opét spocteme

z ¢ehoz dostaneme pro t # w + 2kw, k € Z,

472 cos kt sin kt
Aty =—-+ 42 — =
k=1
_4_71'2+4<cost+0052t+0053t )_
3 12 22 32
sint sin2t sin3t
g (S0 s .
1 + 3 + 3 + (4.8)

srovnejte nalezené vyjadreni s rozvoji (4.3) a (4.7). Snadno téz nahlédneme, Ze v bodech
t = 2km, k € Z, je soudet fady 27° a je opét primérem jednostrannych limit funkce f;
v téchto bodech. Dosazenim ¢ = 0 dostaneme vztah

4r? =1
o’ =4
k=1
ze kterého pomoci upravou opét dostaneme prvni rovnost v (4.6).

Poznamka 4.1.4. Poznamenejme, Ze v piedchozich piikladech jsme pomoci jiz
dokazaného jednoduchého Tvrzeni 4.1.1 odvodili vSechny poznatky zminéné v
avodni kapitole, kde jsme je odvodili intuitivnimi nekorektnimi postupy tak, jak
k nim dospéli matematici v 18. stol.
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Funkce cos zx je sudou funkci proménné xz € R pro kazdé redlné z. V jejim vyjadreni

Fourierovou fadou budou koeficienty b vesmés nulové. Déale snadno spoc¢teme

2sinzx|™ 2sinmz

2 ™
ap = — coszxdr =
T Jo

™ z =0 Tz

Pro k € N dostaneme postupné

ak:z/ cos zx cos kx dx :l/ (cos(z + k)x + cos(z — k)x) dz =
™ Jo ™ Jo

_1y/sin(z+k)x | sin(z —k)x
N ( z+k + z—k )
Lk 2zsinmz
(22 — k2)

™ 1 /sin(mz + k)  sin(wz — kn)
_ L N ) =
z+k z—k

™ =0 ™

(1)

Po vSechna z € R tedy plati rovnost

COS 2T —

2zsm7rz< 1 cos kx ) ' (4.9)

T 222 k2 — 22
k=1

Polozime-li nyni x = 7 a délime-li vyrazem sin 7z, dostaneme znamy vzorec rozkladu
funkce cotgmz, z # km, k € N:

1/1 & 22
t =—|( = — ). 4.10
cotgme W<z+kzzlk2—z2) ( )

Poznamka 4.1.6. I kdyz dale budeme dokazovat tvrzeni se slab$imi pfedpo-
klady, vsimneme si jesté na okamzik vlivu pfedpokladi silnéjsich. Piedpokladejme
napiiklad, ze f € C(27) m4 spojitou druhou derivaci f”. Pak pouziti metody per
partes dava

1 o 1 27

may, = + f(t)sinkt ok f(t)sinktdt =
1, 27 1 [, .
e J(t) coskt — W), F7(t) cosktdt ;

je-li M = max {|f"(t)|; t € R}, dostaneme odtud |as| < 2M/k*. Analogicky lze
stejné snadno obdrzet odhad |by| < 2M/k?, takze je

’ akcoskt—i—bksinkt’ <4M/k*, teR,

a Fourierova fada pro f konverguje k f stejnomérné a ,dost rychle“. Ctenaf jisté
snadno toto pozorovani zobecni.

4.2 Fourierova rada spojité funkce

Ctenaf, povzbuzeny tspéchem pii vcelku snadném ziskani pozitivnich vysledkd, muze
snadno nacrtnout dalsi plan postupu: funguje-li popsand technika v bodech, ve kterych
ma funkce rozvijena ve Fourierovu fadu, vlastni derivaci, mohli bychom nyni analogicky
vysledek o bodové konvergenci dokézat pro funkce z C(27). Jde vSak o tézky a, jak dale
ukazeme, i nefesitelny problém. Plati totiz nasledujici tvrzeni:

Véta 4.2.1 (du Bois-Reymond 1876). Fzistuje funkce f € C(2w), jejiz Fou-
rierova Tada diverguje alespon v jednom bodé.

Poznamka 4.2.2. Pavodni dikaz této véty, ktery podal P. DU BO1S-REYMOND
(1831 — 1899), byl konstruktivni. I kdyz pivodn{ ditkaz byl zjednodusen a byly
nalezeny pristupnéjsi konstruktivni diikazy, pouzijeme existencni dikaz, zalozeny
na tzv. Banach-Steinhausové vété. Ta vyplyva z Baireovy véty, kterou nejdiive
pfipomeneme.
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Dikaz Véty 4.2.1. Vyuzijeme poznatky z teorie metrickych prostori a Vétu 1.5.4.
Nejprve si uvédomime, Ze C(27) je Gplny normovany linedrni prostor, protoze
supremova norma dava stejnomérnou konvergenci. Budeme pracovat s Dirichle-
tovym jadrem D,,. Z vyjadieni (3.9) ¢asteéného souctu s, (f,z) Fourierovy fady
funkce f v bodé x plyne, Ze s, (f,x) je v zévislosti na f € C(27) spojity linedrni
funkcional na C(27).

Zvolme déale z = 0 a odhadnéme normu linedrniho funkcionalu L, f = s,(f,0)
na prostoru C(27). Snadno obdrzime

us

1
U ESYEEY UNOE LA

—T

I2all =sun | = [ 0 Du(-)at

V tomto odhadu plati ve skute¢nosti rovnost, protoze funkei sgn D,,(t), pro kterou
hodnota L,, je rovna || D, ||1, 1ze libovolné pfesné aproximovat spojitymi funkcemi
(ov8em v normé P(27), nikoliv supremové!). Dostaneme tedy ||L,| = ||Dnll1-
Nyni normu ||D,,||; odhadneme zdola: z nerovnosti |sin(¢/2)| < t/2, t € (0, 0),
plyne (integrand je sudé funkce)

1 s
IDull = —/
ﬂ- —T

V poslednim integralu v predchazejicim vztahu provedeme nejprve substituci
u = (n + 1/2)t a obdrZeny integral pak budeme dale odhadovat:

2

M‘ dt > —/F|sin((n+l/2)t)|%.
T Jo

2sint/2

(n+1/2)m . n ke .
2/ |sinu| (n+1/2) du > 2 / | sin u| du >
0

™ u n ™

1/ (k—)m U

21 [T . 4 N1
Z;;H/O |smu|du:§z::1E.

k

Z divergence harmonické fady dostavame ||L,| = |[|Dn|li — 400 pro n — oo,
takze normy ||L,|| nejsou stejné omezené. P¥ipomenime, %e za L, byly zvoleny
Castecné soulty s,(f,0); existuje tedy f € C(27), pro niz Fourierova fada v bodé
0 diverguje (a dokonce je takovych funkei ,hodné&“, nebot tvofi hustou mnozinu
v C(2m)). O

Poznamka 4.2.3. (a) Vyslovili jsme pouze velmi jednoduchou verzi Banach-Stainhaus-
ovy véty; tuto vétu neni obtizné dale zobecnit.

(b) Celkem snadno lze ,Spatnou mnozinu“, pro jejiz body Fourierova fada diverguje,
déle zvétsovat v tomto smyslu: lze najit f € C(2), pro kterou Fourierova fada diverguje
ve vice bodech, nap¥. v bodech nekone¢né podmnoziny intervalu [0, 27 ]. Tato mnozina
miZe byt dokonce husta typu G5 v intervalu [0, 27 | a proto nemusi byt spoéetnd, protoze
hustd Gs-mnozina v Gplném metrickém prostoru je 2. kategorie (srovnejte napf. s [27]
nebo s [62]).

(c) Dnes vime, ze Fourierova fada funkce f € C(27) nemuze divergovat napf. ve vech
bodech nedegenerovaného intervalu: konverguje totiz skoro vsude ve smyslu Lebesgu-
eovy miry. Tento vysledek, ktery je feSenim velmi dlouho nefeseného problému, nalezi
L. CARLESONOVI. Na druhé strané jiz r. 1926 dokézal A. N. KOLMOGOROV (1903 — 1987),
ze existuje funkce z P(27), jejiz Fourierova fada diverguje ve vsech bodech R. K témto
otazkam se jesté vratime.

4.3 Fejérova véta o scitatelnosti

V této casti dokazeme tvrzeni, které ukaze cestu, jak se s problémem mozné divergence
Fourierovy fady funkce f € C(27) vyrovnat. Pro nas bude v dalsi éasti vykladu voditkem

13. ¢asti (tj. 2.13) této kapitoly.
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Budeme velmi ¢asto pracovat s jednostrannymi limitami vySetfovanych funkci;
pro né budeme uzivat standardni oznaceni

flz+):= lim f(t), f(z—):= lim f(2).

t—xy t—x_

Véta 4.3.1 (Fejér 1904). Necht funkce f je zP(27) a necht v (pevné zvoleném)
bodé x € R existuji (koneéné) jednostranné limity f(x+), f(x—). Potom plati

lim o, (f, )
n—oo
k=—o0

Je-li navic funkce f spojitd, priaméry
wulte) = 3 (1= LY e
’ = n+1
konverguji k f(x) pro viechna x € R.

Diikaz. Pro fixované x ze znéni véty poloZme

o) = LoD+ 16).

Déle si uvédomime, ze jednoduchou substituci dostaneme

on(f,x) = L FOK,(z—t)dt = 1 _ﬂ flx—t)K,(t)dt .

T ) _n 0

S ohledem na vlastnost (b) z Lemmatu 3.3.5 plati (dokonce pro jakékoli ¢islo z C
na misté s(x))

oulfir)—s@) =+ [ fa-nr.pa - 22 [

™) _» s

Ko(t)dt .

—T

Rozdil vyjadfime jedinym integralem a ten pak vyjadiime jako souctet dvou inte-
grala pres intervaly (—m,0) a (0, 7); prvy jesté jednoduchou substituci pfevedeme
na integral ptes interval (0, 7) a soucet vyjddiime jedinym integralem. Dostaneme

on(f,z) —s(x) = 1/07r [f(x+t)—|—f(a:—t) —ZS(x)}Kn(t)dt )

™

Vyraz v posledni hranaté zavorce ozna¢ime @(x,t). Z predchoziho dostaneme pro
0<d<m

on(f, ) —s(a:)’ < %(/05 |¢(:z:,t)|Kn(t)dt+/; |¢(a:,t)|Kn(t)dt).
Plati

|D(x,t) | < [f(@+1) = flat)| +|f(z — 1) = fa=)];

to ndm umozni odhad: Volme ¢ > 0 libovolné a pak zvolme §, 0 < § < 7 tak, aby
pro vSechna t, 0 < t < ¢ platilo

| P(x,t) | <

N ™

Snadno odhadneme prvy z integrala

B, 1) | Ko dt< K cht<El K, (t)dt =
27

N ™
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Déle z Lemmatu 3.3.5 (e) postupné dostaneme

1 [7 1 [7 2
—/5 |¢(:1:,t)|Kn(t)dt§—/6 |¢>(:c,t)|2(7dt§

T i n+1)¢2

2 1

" 1
—m;/(; [fle+ 0+ [ =) = 2s(x)] 5 dt <

s

2(n+1) 25_721-(Hf|‘1 +|s(z)]) =0,

pro n — oo. Odtud plyne moznost odhadu druhého integralu rovnéz pomoci £/2
pro vSechna n > m. Pro tato n je tedy

lon(f; ) — s(x)| <e.
Posledni vzorec plyne z vyjadieni Fejérova jadra.. O

Poznamka 4.3.2. Odhady v pfedchozim dtkazu ,funguji“ i pro p¥ipad, Zze f je spojita
na néjakém intervalu [a, b] (vyjimecné piedpokladdme oboustrannou spojitost i v konco-
vych bodech a,b). Pak lze tyto odhady provést nezavisle na = € [a,b] a konvergence je
stejnomérnd na [a,b]. Dokdzeme toto tvrzeni jinym zpiisobem pro formélné jednodussi
pfipad f € C(27); ponechame ¢tendii k rozmysleni, jak lze obdrzet tvrzeni pro obecny
interval [a,b].
Véta 4.3.3 (Fejér 1904). Necht funkce f je z C(2m). Potom
oo
. P 1) ik
lim o, (f,z) = (C)- Y f(k)e* = f(x),

n—oo
k=—o0

pridem?Z tato konvergence je stejnomérnd, tj. on(f, -) = f na R.

Diikaz. Pfipomeiime nejprve, ze ze vzorce (3.10) a z Lemmatu 3.3.5 vyplyva vy-
jadreni

(n+1) \ 2sin((z —u)/2)

Definujme operatory L, : f — o,(f, -) na C(27). Z (4.11) vidime, Ze tyto operé-
tory jsou nezdporné linedrni operdtory na C(2m), protoze L, f € C(27) pro kazdou
f € C(27); jsou to totiz trigonometrické polynomy. Nyni staci dokézat, ze

on(f,2)= f(x) na [—m, 7],
coz vyhledem k periodicité dava jiz pozadované tvrzeni. Pro dtikaz této stejno-
mérné konvergence pouzijeme Lemma 1.8.5. Z Lemmatu 3.3.5 vyplyva

1 T
L,1(z) = - K,(u)du=1,

™

) 2
Un(f,x):% ) 2 <SIH((”+1)($_“))> du (4.11)

takze podminka L,1=1 na [—m, 7] je splnéna. Pro [x,t] € [—m, 7] X [-7, 7]
definujeme

h(z,t) = 1 — cos(z — t) = 2sin® (z—1)/2).

Ziejmé je h(z,t) > 0 a Z(h) = {z € [—m,7];sin ((z — t)/2) = 0} je mnoZina
téch [x,t], pro néz x — t = 2knw, k € Z, pfiCemz tato mnozina je podmnoZinou
diagonaly A(f) pro kazdou funkci f € C([—m,x]), pro niz f(—=n) = f(n). Proto
je h omezujici funkce pro kazdou takovou funkci f. Pak je s pfihlédnutim k (4.11)

2
o T sin((n +1)(z — u))
Lphi(z) = Py /_FQSHI ((w=1)/2) < 2sin ((z — u)/2) ) .

1 . 2m 2
N m Lﬂs1n2((n+1)(x—u))du = m(n+1) - n+1’
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a tedy pro n — oo je L,ht(t) = 0 na [—m, 7], coz davad potfebné predpoklady
k aplikaci Lemmatu 1.8.5. Z néj dostdvime L, f = f na [—m, 7] pro vSechny
uvazované funkce f. O

Poznamka 4.3.4. Jak jsme jiz ukdzali samotny pfedpoklad f € C(27) neumoziiuje
dokazat ani bodovou konvergenci jeji Fourierovy rady. Otazka jak ,velkd“ mize byt
mnozina téch z € R, v nichz fada diverguje, ztistavala po dlouhou dobu otevienym
problémem. L. CARLESON r. 1966 dokéazal, ze naptiklad nemuze obsahovat zadny nede-
generovany interval. Jeho odpovéd na zminénou otdzku byla jen vedlejsim vysledkem,
dokézal totiz obecnéjsi tvrzeni: pro kazdou funkci f € L2 (27) konverguje jeji Fourierova
fada skoro vSude v R. Tento vysledek pozdéji rozsifil R. A. HUNT a Carlesonovou me-
todou dokazal, ze i Fourierova fada kazdé funkce f € L,(27) s 1 < p < oo konverguje
skoro vsude v R.

Je snadné nahlédnout, ze Fourierovy koeficienty Dirichletovy funkce rozsifené z in-
tervalu (0,27 ] periodicky s periodou 27 na R (pozor, toto rozsifeni neni Dirichletova
funkce na R!) jsou tytéz jako pro funkci rovnou identicky 0. Soudet ptislusné Fourierovy
fady je rovnéz identicky nulovd funkce, kterd se od rozvijené Dirichletovy funkce (je
v L,(27) pro vSechna p € [1,00)) li§i na mnoziné Lebesgueovy miry 0; tato mnozina je
husta v R.

Dusledek 4.3.5 (Weierstrass 1885). Pro kaZdé ¢ > 0 a pro kaZdou funkci
f € C(2n) existuje trigonometricky polynom T takovy, Ze pro viechna x € R je

| f(z) =T(x)| <e.

Tvrzeni z tohoto Dusledku 4.3.5 plyne z Fejérovy véty: Dokéazali jsem, ze
on(f, )= f naR ao,(f, -) jsou trigonometrickymi polynomy.

4.4 Konvergence Fourierovy rady

O ditkaz bodové konvergence Fourierovy fady se pokusili L. A. CaucHy (1789 — 1857)
a S. D. PoissoN (1781 — 1840), avSak jejich dikazy nebyly uspokojivé. Prvni skuteény
dtkaz takového tvrzeni pro po édastech monotonni funkci s konecné mnoha nespojitostmi
1. druhu (jednostranné limity funkce v téchto bodech existuji) f € C(2w) podal r. 1829
P. G. L. DIRICHLET (1805 — 1859). Popisoval tyto funkce pomoci mnoziny lokélnich
extrémi a véril, ze jeho dikaz bude mozno prizptsobit obecnéjsi situaci. Dokazeme
o trochu obecnéjsi tvrzeni, avsak dfive dokdzeme tzv. Riemannuv lokalizacni princip.
K tomu budeme potiebovat dvojici technickych lemmat.

Prvni tvrzeni, které nyni budeme dokazovat, je jistym vylepSenim jiz dfive

dokazaného Riemann—Lebesgueova lemmatu:

Lemma 4.4.1. Necht f,g € P(27), pricemZ funkce g je omezend na R. Potom

lim /ﬂ flz —t)g(t)e™dt =0 (4.12)

[n|—o0
stejnomeérné vzhledem k x € R.

Poznamka 4.4.2. Funkce t — f(x —t)g(t) je z P(27), takze Disledek 2.4.2 nam dava
bodovou konvergenci, tj. pro kazdé x € R; pfinosem dokazovaného Lemmatu 4.4.1 je
tedy stejnomérnost této konvergence.

Diikaz. Zvolme ¢islo M tak, aby |g(t)| < M < oo pro vsechna t € R. Ve Vété 3.2.6
jsme dokazali pomoci latky z teorie integralu, ze pro p € R, p > 1, je nejenom
T CC Lo(2m), ale ze T je i husty podprostor L,(27), specialné i pro p = 11).

1) Jde o hustotu v prostoru £(27) s integralni metrikou, definovanou pomoci normy prostoru
L(2).
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Odtud plyne existence trigonometrického polynomu 7' takového, Ze pro vsechna
n € Z a vsechna x plati

T

} f x —t)g(t)e™ dt —/ T(x —t)g(t)e™ dt

—T

< / @ —t)~T(x—1)] - lg(t)] || dt <
<[ 15(w) Tl du=0)f -7,

pri¢em? vyraz vpravo mizeme volbou 7' udélat mensi nez /2 pro zvolené ¢ (po-
uzili jsme omezeni |g(t)| < M a rovnosti |e™| = 1).
Protoze je

‘/ flz —1t)g ““dt‘ ‘/ flz —1t)g ””dt—/ T(a:—t)g(t)emtdt‘+

+‘/ (x —t)g ’"tdt’

staci ukézat, ze rovnéz vyraz
‘/ (z — t)g(t)e™ dt’ (4.13)
—T

umime volbou dostateéné velké hodnoty |n| udélat také mensi nez /2. Predpo-
klddejme, ze T je stupné m, tj.

m
E Ckelkt
k=—m

Vyraz v (4.13) postupné odhadneme:

] /_ :T(x — ) g(t) e dt‘ -

‘/ (Z cke (z— t)) 1ntdt‘<2|ck| ’ezkz’ ‘/ e~ i(k—n)t 4z

ka
= Ylal [ s O ar | = 3 el
k=—m - k=—m

Jelikoz podle Disledku 2.4.2 jde o konec¢nou linearni kombinaci posloupnosti
konvergujicich k 0, tento vyraz pro |n| — oo také konverguje k 0; lze ho tedy pro
velkd |n| odhadnout pomoci €/2, coz spolu s pfedchozim odhadem déava zadané
tvrzeni. O

Dusledek 4.4.3. Necht f,g € P(2w), pricemZ funkce g je omezend na R. Potom
flz—1t)g(t) cosntdt =0, flx—1t)g(t) sinntdt =0, (4.14)

pricemZ tato konvergence je stejnomeérnd vzhledem k x € R.
Diky zavedeni Dirichletova jadra v (3.9) lze n-ty ¢asteény soucet s, (f, z) Fou-

rierovy fady funkce f € P(27) v bodé z zapsat ve tvaru

snlfrw) = 1 _ﬂ F(t)Dn(z — t) dt :% " Hw—)Da(t)dt (4.15)

™ -

UkéZeme, ze s malou chybou lze tento integral zjednodusit. Piesnéji, plati nésle-
dujici lemma:
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Lemma 4.4.4. Necht funkce [ € a ¢islo 0 < § < 7 jsou pevné zvoleny. Potom

sinnt
t

5
sulfoz) = 1/0 (Fe—0)+ @+ 6) 20t 4 co(a), (4.16)

™

kde funkce e, definované vztahem (4.16) zdviseji na volbé f a §, aviak vzhledem
k promeénné x je

en(x)=0 na R. (4.17)
Specidlné je !, — 0 pro
2 [ sinnt
1= —/ dt + ¢, (4.18)
™ Jo t

kde !, zdviseji na & a jsou urdeny rovnosti (4.18).

Diikaz. Budeme postupné nékolikrat uzivat predchézejiciho tvrzeni. Pfedné podle
Tvrzeni 3.3.3 (a) plati

™

sn(f,x) = % f(x—t)% cotg (%) sinntdt + ay(z) ,

kde
1 ™

:% -

an () f(z —t)cos(nt)dt ,

coz opét plyne z téhoz tvrzeni. Déle plati

. 1 t 1
lim (5 cotg (5) ‘;) =0,

coz dokézeme napi. uzitim Taylorovych rozvoju funkci: pro t — 0 je

Lo (BY 1 teos(t/2)—2sin(t/2)  t+o(t?)—t+o(t?)
PR (5) Tt ot sin(t/2) T 24
o) o)/
t2+o0(t?) 14 o(t?)/t?

— 0.

Oznaéme nyni ¢;(¢) limitovou funkci pro 0 < |t| < m, ¢1(0) = g1(7) = 0,
rozsifenou 27-periodicky na R. Je to omezend funkce z P(27), kterd je s vyjimkou
lichjch nasobki m dokonce spojita. Je tedy

slfa) == [ fo =0t 4 @) + an(a)
kde
ﬂn(fr) = % f(ZE — t) g1 (t) sinntdt .

—T

Koneéné (¢ je pevné zvoleno) poloZme go rovno 2w-periodické funkei na R, ktera
vznikne jako 27-periodické rozsifeni funkce

[ttt pro d<|t <
gQ(t)_{O pro [t|<d, a t=m

na R. Plati tedy konecné

sin(nt)

é
salfia) =+ [ o =) Tt +300) + u(a) + )
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kde
Yo () = 1 i f(z —1t) g2(t) sin(nt)dt

—T

a gz € P(2m). Protoze oy, (x) + Bn(x) + o (z) — 0 pro |n| — oo podle pfedchoziho
Lemmatu 4.4.1, 1ze jejich soucet oznadit £, (x) a tvrzeni je dokdzano, nebot zbytek
je diisledkem rozdéleni intervalu (—4, §) na intervaly (—4,0) a (0,0). O

Tim mame pripraveno vSe pro tzv. Riemanniv lokaliza¢ni princip. Tim se
rozumi nasledujici tvrzeni:

Véta 4.4.5 (Riemannuv lokalizaéni princip). Necht je ddna dvojice funkci
f1,f2 € P(2m) a necht

fi(z) = fa(z), xelCR,

kde I je neprdzdny otevreny interval v R. Potom pro castecné soucty Fourierovych
rad plati

lim | s,(f1,2) = sn(f2,2)[ =0

n—

pro viechna x € I. Tato konvergence je lokdlné stejnomérnd na I (tj. stejnomérnd
na kazdém uzavieném J C I).

Diikaz. Zvolme uzavieny neprazdny interval J C I. Pak zvolime §, 0 < § < 7, ato
tak, aby bod x + ¢t lezel v I pro kazdé = € J a kazdé ¢, 0 < |t| < 4. Definujeme-li
f = f1 — fa, dostdvame v (4.16) nulovy integral, takze plati

sn(f, @) = sn(f1,2) — sn(f2,2) = en(x) = 0
stejnomérné pro vsechna x € J. O

Poznamka 4.4.6. Riemanniiv lokaliza¢ni princip ukazuje, Ze o konvergenci Fourierovy
fady rozhoduje ,lokalni chovani“ rozvijené funkce a v jakém smyslu: zménou funkce ve
,vzdéalenych® bodech lze samoziejmé dosahnout zmény koeficienti, nikoli vSak konver-
gence ve vySetfovaném bodé, pokud Fourierova fada v tomto bodé diverguje.

Pro bodovou konvergenci Fourierovych fad existuje celd fada kritérii. Pfedtim, nez

pojmy. Pro néktera tato potfeba témér nevznika, proto se s nimi seznamime.

Véta 4.4.7. Necht jsou ddny funkce f € P(2r), ¢&islo §, 0 < § < 7, a mnoZina X C R.
PolozZme

&(z,t)=flx+t)+ flx —t) —2f(x). (4.19)
Predpoklddejme, Ze pro vsechna x € X je
F@)] <M < oo .
Potom pro cdstecné soucty Fourierovy Tady plati

lim sn(f,x) = f(z) stejnomérné na X ,

praveé kdyz plati

5
lim —/ é(i’t) sinntdt =0 (4.20)
0

stejnomérné na mnoziné X.
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Dikaz. Z (4.15) a (4.16) plyne

5 .
snlfy2) — f(z) = %/O (Fat+t) + f@—1) 2% a4t 1 ep(a)
5 .
- %/O 2f(x) 2 dt — <, f () =
5
= %/0 @(:z,t) sinntdt + (en(z) — &, f(x)) -

Jelikoz |f(z)] < M < oo, x € X, konverguje vyraz v zavorce stejnomérné k 0 na X.
Proto sn(f,xz) = f(z) na X, pravé kdyz plati
1 [ @t
—/ Msinntdt:{O na X;
T Jo t
tim je tvrzeni dokazano. |
Véta 4.4.8 (Dini 1872). Necht funkce f je zP(2m) a necht xo € R. Necht ddle existuje
0,0< 0 < tak, Ze
5
/ w dt < oo (4.21)
Jo

(kde funkce @ je uréena vzorcem (4.19)). Potom je

lim_ sn(f,z0) = f(zo) ,

n—

tj. Fourierova Tada funkce f konverguje k f v bodé xo.

Dikaz. Volme X = {zo}. Pak z (4.21) a Riemann-Lebesgueova lemmatu, aplikovaného
na funkci g,

D(zo,t)/t pro 0<t<4,
g9(t) = o
0 vSude jinde ,

dava (4.21) informaci o tom, ze g € L1(R) a tedy pro n — oo
5
/ @ sinntdt — 0
0

na X = {zo}, takze z pfedeslého dostavame tvrzeni. |

Dusledek 4.4.9. (a) Je-li f € P(27), zo € R a plati
|f (o +1) = fwo)| < MJt[", 0<Jt| <9,
pro jistd o, §, M, 0 < a, 6, M < o0, kterd nezaviseji na t, pak pro n — oo je
sn(f,z0) — f(z0).
Je totiz
|P(z0,1)|
t
Specialné to plati pro funkce, kterym se u nas Casto fikad a-hdlderovské funkce a které

< oMt 0<t<$.

vyhovuji nerovnosti

lp(@) —o(y)| < M|z —y|”.
Poznamenejme, ze v souvislosti s Fourierovymi fadami se jimi pro 0 < o < 1 zabyval
r. 1864 R. LipscHITZ (1832 — 1903); t¥idy téchto funkci se uplatnily pfi feSeni mnoha
matematickych problému. Lipschitz tak byl prvni, kdo se dokazal zbavit omezujicich
predpokladi, vyskytujicich se v Dirichletové kritériu (konecnost mnozin bodi, v nichz se
nabyvé extrémi, kone¢nost mnoziny bodt nespojitosti). Pfispél také k polozeni zakladu
k teorii nekoneénych mnozin, na ktery navazal G. CANTOR (1845 — 1920).
(b) Je-li f € P(27), xo € R a existuji (vlastni) f} (zo), f (z0), pak pro n — oo je

sn(f,z0) — f(z0).

K tomu staci volit a =1 a M < oo tak, ze

max{f} (zo), f_ (zo0)} < M,

a uzit toho, co jsme jiz ukézali v pfedchozim bodé (a). Specialné to plati ,v intervalu
konvexity“ funkce f.
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4.5 Dirichletova véta

Pokusime se ¢asteéné objasnit, jak P. G. L. DIRICHLET (1805 — 1859) dospél r. 1829
k prvé vyznamné;jsi vété o bodové konvergenci Fourierovy fady. Dirichlet byl velmi talen-
tovany némecky matematik (vyjimeéné to zduraziiujeme, byva totiz nékdy kvuli kiest-
nim jméniim povazovan za Francouze), ktery v 17 letech odesel studovat do Pafize. Zde
se seznamil se soudobou francouzskou matematikou a mnoha vyzna¢nymi matematiky.
V Pafizi se setkal mj. i s Abelem, ale také s Fourierem, jehoz prace o (Fourierovych)
fadach ho zaujaly. Svoji praci publikoval ve 23 letech.

Pfedpoklddejme nejprve, ze f € C(2w). V pfipravnych Gvahach je vhodné si
uvédomit, ze ve Fourierové dobé byly predstavy o integralu jesté velmi mlhavé.
Upozornime vzdy, kde a jaké predpoklady hraji svoji dilezitou roli.

Budeme opét pracovat s Dirichletovym jadrem D, ; viz Tvrzeni 3.3.3. Pomoci
néj lze ¢astecny soucet s, (f,z) Fourierovy fady funkce f v bodé x vyjadrit ve
tvaru (potfebujeme tedy zarucit existenci pfislusného integralu a pro druhou rov-
nost potfebujeme 27-periodicitu f)

1 sin(2n+1(x—t))

T T+
alrr) == [ s Date -t =1 [ 0 ——2 .

—r 2sin ( )

Integral rozdélime na integral pies interval (z — 7, ) a na integral pfes interval
(x,2 + 7). V prvnim provedeme substituci ¢ = z — 2u, ve druhém substituci
t = x + 2u. Dostaneme tak vyjadieni

1 ™/2 sin(2n+1 1 /2 sin(2n+1
sulfor) = 2 [ pamau SR g LT gy S D
™ Jo 2sinu 7 Jo 2sinu

du

A7 dosud lze shrnout ,pfirozené naroky“ na predpoklady tak, Ze pro urcéeni ko-
eficientl potfebujeme integrabilitu f k vypoctu integrali, jimiz jsou definovany
Fourierovy koeficienty; vyuzili jsme také periodicitu f pii posunu integra¢niho
oboru a také jsme provadéli substituci. Néjakou formu véty o substituci ¢tenar
patrné znd, patrné pro Lebesguetiv integral. Vyjadfeni l1ze jesté upravit:

/2
%wa—¥£ (fr—2u) + f(at2u)

™

in(2n+1
sin(2n+ )ud

4.22
2sinu v ( )

Je dobré si povSimnout, ze vyraz nezévisi na hodnoté f(x), zavisi vSak globalné
na hodnotéach f v celém intervalu (z — 7,2 4 7). Pfitom bychom rédi dokazali, ze
flz) = lim s,(f,2) = lim (f; (z)+ [ (2)) ,

n—oo n—oo
kde f, () je ,polovina® integralu (4.22) bez f(x+2u) a f,;F (z) je ,,druha polovina®
integrélu (4.22) bez f(x — 2u). A% sem prakticky doSel i Fourier, av8ak Dirichlet
dospél dale: povsiml si, ze ,,pFispévek k hodnoté integrala“ zavisi podstatné vice na
chovani f v blizkosti x, nezli na chovani v bodech vzdalenéjsich. Dirichlet si také
jako prvni uvédomil, jak je nutno pracovat s nespojitymi funkcemi. V nepresné
roviné Ize jeho tivahu popsat, napt. pro f,;(z), takto:

7/(2n+1) .
f;r(x)%l/ ! f(x_,_2u)w1((2"—+l)“)du ~
0

™ sin(u)

].ﬂ'f( n T ) lf( n T )
R €T R = — xr .
T2 2n+1 2 2n+1

Pro velka n jsou tyto hodnoty blizké f(x+) = lim, ., f(t), pokud tato limita
ezistuje. Dalsi Dirichletova tivaha spocivala v tom, ze chtél mit eventualni nespo-
jitosti ,oddélené“ (po Castech spojitd funkce) a také ,kontrolu* nad znamenim
f(®)— f(z) (funkce po ¢astech monotonni). Pfipomindme, Ze slovnim spojenim ,,po

%
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Castech” se opét mysli existence takového déleni D = {—1 =29 < -+ <z, =7}
intervalu [—m, 7], Ze vySetfovand funkce je spojité rozsifitelnd na kazdy délici
interval [x,—1,2.], 7 = 1,...,m a je na ném monoténni. Dospél tak posléze
k tvrzeni:

Véta 4.5.1 (Dirichlet 1829). Necht funkce f je omezend, po cdstech spojitd a
po édstech monotdnni funkce na intervalu [ —m,7]. Predpoklddejme ddle, Ze f je
2m-periodickd na R a Ze plati

fl+) + f(E-)

OREEe

pro vechna t € R. Jsou-li ¢isla a, by, Fourierovymi koeficienty f, tj. plati (2.13)
pro vSechna k € Ny a definitoricky dle umluvy by = 0, pak plati rovnost

ft) = % + ) (ak coskt + by, sin kt)
1

pro vSechna t € R, neboli Fourierova tada funkce f konverguje k f.

Predchazejici ponékud filozoficky vyklad mé nejenom motiva¢ni charakter, ale mél by
Ctenadfi napomoci se zorientovat, k ¢emu a jakymi prostfedky se pomoci nize uvede-
nych lemmat chceme dostat. Dospéjeme k obecnéjSimu a elegantnéjsimu tvrzeni, nez je
Véta 4.5.1, bez pfedchoziho vykladu by vsak mohlo byt obtizné roli jednotlivych pfed-
pokladt pochopit.

Historicka poznamka 4.5.2. Kritické hodnoceni vyvoje pro nékteré matematické ob-
lasti dodnes chybi, ale to neni ptfipad Fourierovych fad nebo obecnéji harmonické ana-
lyzy; viz napf. élanek [76], nebo knihy [1] a [57]. Jim jsou poplatné historické komentére
v tomto textu. Zhodnotme jesté Dirichlettv vysledek pohledem [57].

Jestlize povazujeme Dirichletovo kritérium a jeho dikaz za prvni dostate¢né presné
s ohledem na dnesni méfitka, je tfeba se zminit i o jejich drobnych nedostatcich. Jak
jsme vidéli, je predpoklad ,monotonie po ¢astech® (tedy v intervalech néjakého dé-
leni) zbytecné silny. Totéz lze Fici o pfedpokladu kone¢nosti mnoziny bodd nespojitosti.
Omezenost je naopak pfirozend vzhledem k pouzitému integralu. Nékdy se uvadi, ze
Dirichlet byl presvédcen, ze jeho dtikaz ,projde“ i v pripadé, ze pocet intervalii monoto-
nie je nekonec¢ny, avsak dle [57] mél Dirichlet na mysli jiny dikaz (psal o tom v dopise
K. F. Gaussovi). Bohuzel v8ak Dirichlet nikdy zddny dal$i dukaz nepublikoval, a tak
prvnim, kdo se dokéazal zminéného technického predpokladu zbavit, byl patrné Lipschitz
(viz jesté nize).

Dalsim nedostatkem, ktery byl v Dirichletové praci shledan, byl fakt, ze pouzil vy-
sledek

/ st T (4.23)
0

ktery nedokazoval. Drichlet si vSak byl patrné védom této slabiny, nebot v pozdéji pub-
likovaném dtikaze tuto pasaz predélal. My si tohoto integralu vSimneme podrobnéji.

Priklad 4.5.3. K vypoc¢tu hodnoty integralu (4.23) nestaci zcela elementdrni tvahy.
Nejde o integral, ktery by existoval v Riemannové smyslu, nebot integrujeme pies neo-
mezeny interval (0, 00). Mohli bychom ho vySetfovat jako nevlastni Riemanntv integral
nebo integral Newtontv, avSak primitivni funkci F' k funkci (sint)/t na intervalu (0, co)
nelze vyjadrit pomoci ,elementarnich funkci“. Pfesto neni obtizné zduvodnit, ze obé
limity lim ;o4 F(¢t) a lim¢— o F(t) existuji a jsou vlastni. Odtud plyne existence M € R
takového, ze |F'| < M. Pro libovolnou dvojici €isel a,b, 0 < a < b < oo tedy plati

b .
t
‘ / %dt‘ < oM. (4.24)
Integral (4.23) patii k tém, na nichZ se Casto ilustruje existence Newtonova integralu
i v pfipadé, Ze integral nakonverguje absolutné, a tedy neexistuje v Lebesgueové smyslu.
K dtikazu existence Newtonova integralu v (4.23) muzeme ostatné pouzit Dirichletovo
kriterium; jde o standardni ilustrativni pfiklad. Poznamenejme jesté, ze odhad (4.24) 1ze
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vcelku snadno zpfesnit: vyjadiime-li integral v (4.23) jako soudet integralti pres intervaly
(km,(k + D)m), k = 0,1,..., jde o fadu se stfidavymi znaménky, pfi¢emz absolutni
hodnoty jejich ¢lent konverguji monotonné k 0. Staci tedy nalézt odhad prvniho ¢lenu
rady.

Tvrzeni 4.5.4. Necht f € BV(27). Potom plati

~ 1 ”
nfn)| < $VETS
pro vSechna n € Z.

Diikaz. Odhad ziejmé plati pro n = 0. Necht k,n € Z, n # 0. Potom substituci
u =t + kmr/n dostaneme

1 27

27 Jo

_ (_1)k /27T km —int
= f(t—i—n)e dt .

Odtud dostaneme se¢tenim s obdobnou rovnosti pro k& — 1

= G [ oo S5

fn) = flu)e ™ du = —/27T t—i——) o—int g—inkm/n gy

Nyni volbou vhodngch k dostaneme 2|n| rovnic, které se¢teme a upravime na tvar

4lnf(n |<—/2ﬂz|‘f t+—)—f(t+@)‘dt.

Integrand je shora odhadnut ¢islem V@™ f, z éeho# plyne dokazované tvrzeni. [

Véta 4.5.5 (Dirichlet 1829, Jordan 1881). Necht f € P(27) a necht [a,b]
je nedegenerovany interval v R takovy, Ze f € BV([a,b]). Potom pro viechna
x € (a,b) plati

flat) + fam)

5 (4.25)

Je-li navic I C (a,b) uzavieny interval a f € C([a,b]), potom

sn(f, )=f na I.
Specidlné pro spojitou funkci f € BV (27) dostdvdme s, (f, -) = f na R.

Diikaz. Diky Vété 1.6.5 mizeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze funkce f
je neklesajici na [a,b]. Zvolme libovolné £ > 0. Déle zvolme z € (a,b) a polozme

25(x) := fla+) + f(2—);
z Véty 1.6.5 vyplyvé, Ze tyto limity existuji pro kazdé x € (a,b). Téz je
fle+t)+ flx—t)—2s(x) = [fx +1) — fla+)] + [flx—t) — f(z—)], (4.26)

kde v hranatych zavorkach na pravé strané rovnosti pfi libovolné, avsak pevné
zvoleném z, stoji monoténni funkce v proménné ¢, jejichz limita pro ¢ — 0+ je
rovna 0. Zvolme nyni §, 0 < § < 7, tak, aby jednak {z +¢; |[t| < §} C (a,b) a
zaroven aby pro vSechna tato t platilo

[flx+t) = flat)l <e, |flz—1t)—fla-)] <e; (4.27)
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tento moment volby § ozna¢me (x). Ve Vét& 4.4.4 jsme dokédzali rovnost (4.16)

)
slfir) =2 / (Fa— 1) + fa+1)

™

sinnt

dt + e, (),

kde funkce ¢,, zavisely pouze na volbé f a §, 0 < § < 7w, a pro n — oo platilo
£n(x) = 0 na R. Speciélné z rovnosti (4.18), tj

1:2/6Sinmdt e,
0

t

1 /0 innt
s(z) = = / 25(z) Smt" dt +¢, (4.28)
0

Z obou rovnosti (4.16), (4.28) tak dostédvame

sinnt

sl =sto) <[z [ (a0 5o |+
&

(4.29)

sinnt

+ 2 [ a0 e HEa |+,

pfiéemz & () = 0 pro n — oo. Ditkaz nyni dokon¢ime tak, ze ukdzeme, jak lze

odhadnout oba vyrazy na pravé strané nerovnosti v zavislosti na zvoleném ¢ > 0.
Odhad integrald provedeme pomoci druhé véty o stfedni hodnoté integralniho

poctu: viz napft. [35], Véta 101. Jeji elementarni verzi jsme pouzili v souvislosti

s Dirichlet-Abelovym kritériem pro konvergenci integralt; viz [69], Véta 10.6.6.

Ve znéni pro Lebesgueiiv integrél v [35] fika:

Véta. Necht f € L1((c,d)) a necht g je koneénd monotdnni na [c,d] C R. Potom

existuje ¢ € [c,d] tak, Ze plati

¢ d
/ F(Og(t)dt = g(c) / F(6)dt + g(d) /< £(t)dt (4.30)

Vétu pouzijeme v intervalu [0,d] a na kazdy integrél v (4.29) zv14st. Zde se
ukazuje kliovym odhad pro integrdl z funkce (sint)/t. Pro vhodné zvolené (,
0 < ¢ < 4, plati podle (4.30)

sinnt

dt =

)
/0 (F&+1) — fat))

¢ sinnt % sinnt
_0-/0 st dt+((f(:1:+5)—f(:c+))~/< St dt ,

a protoze prvni ¢len v rovnosti vpravo je nulovy, dostaneme

‘Aé(f(x+t)_f(x+))Smntdt’ ’f x+5 CL‘—}— ’ ‘/ Slnntdt‘

Zcela analogicky s vhodnym 0 < ¢’ < § dostaneme
s
- [ (1) = 1 =1)
< sinnt
=0 [ B - () - fla =) |

z Cehoz ziskdme podobny odhad

‘/05 (f(x_t)—f(ff—)) s1nm€dt} |f:C— —f(ff—)”/j; Sintntdt‘.

sinnt

dt =

5 .
sinnt
de

ot ’
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Z rovnosti (4.29) a obou provedenych odhadi ziskdme odhad
lsn(f,x) — s(z)| < dme + €, (4.31)

z ¢ehoz jiz plyne dokazované tvrzeni pro bodovou konvergenci v (a, b).

Jestlize je funkce f navic spojitd v [a,b], je na tomto intervalu i stejnomérné
spojitd. Proto v okamziku volby §, ktery jsme oznadili (x), 1ze volit toto d tak, ze
je |f(t) = f(t")] < € jakmile [t —¢'| < 0, t,t' € [a,b]; zdroven lze toto d volit tak, ze
{z+t;zel,|t| <d} C(a,b). Tim dosdhneme stejnomérnosti vzhledem k x € T
ve vztahu (4.31) a dokdZeme i druhou ¢ast tvrzeni. O

4.6 Operace s Fourierovymi radami

Neni obtizné si uvédomit, ze zobrazeni f — f je linearni, zkoumame-li je ve vhodném
kontextu; alespon pro jeden specialni pfipad se k tomuto problému vratime v nasledujici
kapitole. Jde v8ak o jiny problém: lze, eventudlné za jakych okolnosti, Fourierovu fadu
derivovat nebo integrovat ,¢len po ¢lenu“. Motivaci k této otazce je srovnani s mocnin-
nymi fadami, kde vysledek je vcelku jednoduchy a obecné znamy. Derivovanim se kon-
vergence Fourierovy fady ,znacné zhorsuje“, coz ukazeme na historickém Weierstrassove
prikladu spojité nediferencovatelné funkce. S integraci je to obracené: ze je to uzitecné,
ukazeme na piikladu Riemannovy s¢itaci metody (oba vysledky byly pfedmétem jednoho
z proseminai).

Jiz jsme se zminili o rozdilu mezi funkcemi, které lze vyjadiit jako soucty
mocninnych a trigonometrickych fad. Pfipojme jesté jednu historickou ukazku:
K. WEIERSTRASS (1815 — 1897) sestrojil spojitou funkei, o které dokdzal, Ze
nemé derivaci v zddném bodé R. Zatimco funkce, které jsou (lokalng) souctem
mocninné Tady, jsou v§ude nekonecéné diferencovatelné, tato ,patologicka“ funkce
je definovana je souctem specidlni Fourierovy rady. Pro Fourierovy fady je tato
ukazka malo vyznamnd, ukazuje vSak jejich fadové podstatnéjsi slozitost.

Ukazku uvedeme delsim citatem z Weirstrassovy préce [71], v niz je tato fada po-
psana ?). Weierstrasstiv zdjem o spojité nikde diferencovatelné funkce souvisel s jeho
prednaskami.

Doneddvna se obecné vérilo, Ze jednoznacnd spojitd funkce redlné proménné md de-
rivaci, jejiz hodnota neni definovdna nebo je nekonecnd pouze v nékterych izolovanych
bodech. Dokonce ani v pracich Gausse, Cauchyho, Dirichleta, matematiki zvyk-
lych silné kritizovat vse z jejich oboru, nenalezneme, alespori pokud vim, zndmku jiného
minent 3). Jak jsem se dozvédel od posluchacu, Riemann byl prunt, kdo vyjddril pre-
svédéent (r. 1861, nebo snad jesté drive), Ze toto turzend neplati napt. pro funkci vyjdd-
rfenou nekonecnou radou

>, sin(n?z)
> =
n=1

Riemann bohuZel dikaz nepublikoval a zdd se, Ze nebyl zachovdn ani v jeho pozndmkdch
ani formou ustnitho poddani. Tim vice je mi lito, Ze jsem se ani jedenkrdt s jistotou nedo-
zvédel, jak presné se Riemann o tomto prikladu vyjddril. Matematici, kteri se po seznd-
mend s touto Riemannovou domnénkou problémem zabyvali, byli (pFinejmensim vétsina
z nich) toho ndzoru, Ze staci dokdzat existenci funkce, pro kterou v libovolné malém
intervalu existuje bod, v némz neni funkce diferencovatelnd. Ze existuje funkce s touto
vlastnosti 4) se dokdzZe velice snadno, a proto vérim, Ze Riemann mél na mysli takovou
funkci, kterd nemd v Zddném bodé derivaci. Dukaz toho, Ze uvaZovand trigonomet-
rickd Tada definuje takovou funkci, se mi zatim zdd ponékud tezky; je vsak lehké sestrojit
spojitou funkci redln€ proménné x, pro kterou lze dokdzat jednoduchymi prostredky, Ze
nemd v Zddném bodé derivaci.

2) Weierstrass o ni referoval v Berlinské akademii r. 1872, poprvé se objevila v tisku r. 1875.

3)  Zde méa Weierstrass na mysli vieobecné akceptovani tvrzeni, které r. 1806 ,dokazal®
A.-M. AMPERE (1775 — 1836), a to Ze spojita funkce ma derivaci véude az na kone¢nou mnozinu.

4)  Komentai: Jiz takova funkce poslouzi jako protipiiklad k uvedené ,, Amperové vété“. Ta-
kovou funkci mohl Riemann snadno sestrojit jako ,neurcity integral“ k funkci nespojité v bodech
husté podmnoziny intervalu [a,b]; takovou funkci je napf. tzv. Riemannova funkce.
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Weierstrass definuje tuto funkci jako soucet fady (oznaceni je nepodstatné modifi-
kovéno)

flx) = Z a” cos(bFrz), (4.32)
k=0

kde 0 < a < 1 a b je liché ¢islo takové, ze ab > 1 + 37 /2. Idea Weierstrassova dikazu je
takova: pro libovolny bod zo € R a kazdé § > 0 je ,diferen¢ni podil“

f(z) — f(zo)

Tr — X0

neomezeny na (zo — §,z0 + §). Volba 0 < a < 1 zarucuje stejnomérnou konvergenci
fady (4.32). Parametr b ,zajistuje“ potfebnou neomezenost. Jsme tedy vedeni k vyset-
fovani vyrazu

kﬂ'xo)

)

i o cos(b*mz) — cos(b
Tr — X0

k=0

pricemz princip ,triku® je zalozen na tom, zZe
(a) pro dané b a 2o a n € N vzdy existuje m € N tak, ze

1< |m—b"mo| < 3/2, (4.33)

(b) a pro z1, pro néz b"z1 = m, maji cos(b"mz1) a cos(b"mxo) opacna znaménka.
Pomoci souc¢tového vzorce pro cos snadno dostaneme

cos(b"mx1) — cos(b"mxo) = cos(mm) — cos(mm + w(b"xo — Mm)) =
= (=1)™[1 + cos(m(b"zo —m — 1))],

pricemz pro ¢len v hranaté zavorce plati

1+ cos(m(b"mwo —m — 1)) > 1.
Jestlize je b liché celé ¢islo a k > m, potom

k k k—n k
cos(b®mz1) — cos(b mxo) = cos(b” "mm) — cos(bwxo) =
= (=1)™[1 4+ cos(b" "m(b"zo —m — 1)) ],
pficemz nyni pro ¢len v hranaté zavorce plati
14 cos(B* "m(b"zo —m —1)) > 0.

Ze ¢tyr predchazejicich rovnosti vyplyva, ze s¢itanci ve vyjadieni

oo

Z a” (cos(b* 1) — cos(b* o))

k=n
maji stejné znaménko a n-ty s¢itanec mé absolutni hodnotu alespon a”, takze je

k n

TTo) 5 _a

‘ i o cos(b"mx) — cos(b
= T — o |1 — o]
Nahradime-li m v rovnosti (4.33) vyrazem b"xz1, dostaneme

3

Zvolime-li dostate¢né velké n tak, ze 3/2b™ < 9, je x1 v intervalu (zo — d,xo + J). Odhad
shora pro |z1 — zo| d&va spolu s rovnici (4.34)

i kN _ k
’ Z o cos(b®mz) — cos(b mxo) > g(ab)”.
= T — o 3



4.7. RIEMANNOVA SCITACI METODA 61

Pokud je ab vétsi nez 1, mizeme najit x1, pro které je zbytek rady tak velky, jak budeme
chtit. Tim vSak jesté nejsme hotovi: Musime jesté ukazat, ze prvnich n s¢itanct fady se
nemiize zrusit se sou¢tem zbytku. Proto potfebujeme shora odhadnout shora vyraz

(bkﬁl’o)

n—1 .
‘ Z r cos(bFrx) — cos
a
T —x
k=0 0
Z Lagrangeovy véty o prirastku plyne existence 2, lezictho mezi body zo a 1, pro néz

cos(b"mx) — cos(b*mxo)

—bFmsin(b¥ ),

X — Xo

takze 1ze vySetfovany soucet odhadnout absolutni hodnotu kazdého jeho ¢lenu hodnotou
bE7, z &ehoz dostaneme

n—1 k k n—1 n n
k cos(b"mz) — cos(b™mxo) ’ k (ab)™ =1 (ab)
E < E b = .
‘k:oa T — o 7k:0(a)7r TTab—1 <71-ab—l

Jestlize zvolime ab tak, aby 7/(ab — 1) < 2/3, neboli plati-li ab > 1 + 37/2, pak

’f(ivl) — f(=o) 1

X1 — Xo ’ ’:1:1—:00

3 o [eos(tna) — cos(tmao)] | > ()" (2 - =)
k=0

a s ohledem na ab > 1 a moznost volby n odtud plyne potfebna neomezenost diferen¢niho
podilu v okoli bodu zg.

Zaver je vcelku jednoduchy: Pii vhodné volbé parametrid je Weierstrassova
funkce, definovana jako soucet stejnomérné konvergentni trigonometrické rady,
Fourierovou fadou. Pfitom je Fourierovou fadou funkce, jejiz derivace neexistuje
v zadném bodé z € R. Pocitat tedy Fouriertiv rozvoj derivace funkce derivovanim
jeji Fourierovy tady bez dalsich dodatecnyjch predpokladi je beznadéjné. Je to
z¥ejmé mozné, ovéFime-li napf. (lokalné) stejnomérnou konvergenci fady, obdrzené
derivovanim ,¢len po ¢lenu“. Ptiklad, ktery nasleduje, je delsi a nemélo technicky,
zafadime ho tedy jako samostatnou cast.

4.7 Riemannova séitaci metoda

Jiz dfive jsme se setkali s poznamkou, ze A. N. KOLMOGOROV dokézal existenci funkce
z P(2m), jejiz Fourierova fada diverguje ve vsech bodech R. Ukézali jsme také, ze podobny
jev pro funkce z C(27) mé p¥irozené a jednoduché feseni: Cesarovou séitaci metodou jsou
jejich Fourierovy fady scitatelné k f. Vznika pfirozena otazka, zda neexistuje s¢itaci me-
toda, ktera by pro funkce f € P(27) séitala Fourierovou fadu funkce f k f(z) pro néjaka
z € R. Je prekvapivé, ze feseni tohoto problému poskytuje metoda, pochazejici od B.
RIEMANNA (1826 — 1866), kterd pochézi asi z r. 1853. Je ji vénovan nasledujici vyklad,
ktery samoziejmé respektuje opét dalsi vyvoj. Vracime se téz k obecnym trigonometric-
kym fadam a dokdzeme nékolik tvrzeni, které jsou samy o sobé velmi zajimavé. Tato
Cast byla probrana pouze na proseminafi.

Na konci této ¢asti dokazeme tvrzeni: Fourierovu fadu funkce f € P(27) lze
pro skoro viechna x € R secist Riemannovou metodu k f(x).

Pred vykladem o Riemannoveé s¢itaci metodé zavedeme nékolik ,symetrickych® poj-
mt. Rekneme, Ze funkce f definovand v okoli bodu x € R je symetricky spojitd v bodé x,
jestlize

lim (£ + h) = f(& — b)) =0.

Snadno nahlédneme, ze symetrickd spojitost v bodé = nezavisi na hodnoté f(x) a ze ze
spojitosti f v bodé x plyne i symetricka spojitost v tomto bodé, nikoli vSak obracené.

Podobné pro f definovanou na okoli bodu x nazyvame symetrickou derivaci funkce f
v bodé x vlastni limitu

. f@th) = f@—h)
Jimy 2h '
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znadime ji D' f(x). Pokud existuje f'(x) existuje i D' f(x) a jsou si rovny; symetricka
derivace D' f(x) viak nezavisi na hodnoté f'(x) a mize existovat i v ptipadé, ze f'(z)
neexistuje. Pokud existuji jednostranné derivace f}(x) a f.(z), existuje i D* f(z) a

@@

D' f(x) 5

Pro nés je dilezity pojem tzv. Schwarzovy derivace D?f(x), coz je druhd
symetrickd derivace funkce f v bodé z. Je definovna jako (vlastni) limita

o S@ )+ fla =)~ 2/()

h—0 h2

Dulezité je, Zze tento pojem zobeciiuje ,normalni“ druhou derivaci f”(z).
Lemma 4.7.1. Pokud existuje (vlastni) f'(x), existuje i D? f(x) a jsou si rovny.

Diikaz. Existuje-li f”(z), existuje téz f' v néjakém okoli bodu z. Oznadime-li
p(h) = f(x 4+ h) + f(z — h), je p definovana na né&jakém okoli bodu 0 a podle
Cauchyho véty o priristku dostaneme

@+ h)+ fl—h) = 2f(x) _ ph) —p(0) _ p(6h) _
h2 h2 2-0h
f'(a+6h) - J'(x — 6h)
2-0h ’

pfitom 0 < # < 1 a bod 6h lezi mezi body 0 a h. Limita posledniho zlomku pro
h — 0 existuje a je rovna D' f(z) = f"(z). O

Lemma 4.7.2. Necht [a,b] je nedegenerovany interval a necht f € C([a,b]).
Je-li D?f(z) = 0 pro viechna z € (a,b), je f linedrni funkce na [a,b].

Diikaz. Pro € > 0 vSechna z € [a,b] polozme

_f®) = fla)

T (@-a)xe(@-a)z-b), k=12

a uvaZujme nejprve piipad k = 1, kde volime v definici znaménko ‘+’. DokaZeme,
ze p1 < 0. Pokud by pro néjaké t € (a,b) bylo p1(t) > 0, nabyla by p; v néjakém
bodé zg € (a,b) kladného maxima vzhledem k [a,b] a pak

@1(wo + h) + p1(w0 — h) — 2¢1(x0)
h2

<0

pro dostateéné mald |h|; odtud dostaneme D?p;(zo) < 0. P¥imym vypoctem
zjistime, ze D?¢;(x) = D?f(x) + 2¢ > 0 a nalezeny spor dava ; < 0. Odtud
dostaneme

— Ss(w—a)(b—x)gs(b—a)2.

Podobné pro s. kde v definici je pred € znaménko ‘—', dokdzeme, Ze ps > 0 a
s ptihlédnutim k jiz nalezené nerovnosti dostaneme

f(b) = f(a)

P (x—a)| <e(d—a)?,

f(@) = fla) =

takze vyraz v absolutni hodnoté€ je identicky roven 0 a linearita f je dokdzana. O

Standardni tvar trigonometrické fady

% + Z ay cos kx + b sin kx (4.35)

k=1
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1/2

lze pii oznacdeni py, = (ai +b7)"?, k €N, po = ao/2 a volbé ay, tak, aby platilo

ar = prcosag, br=prsinar, keN,

upravit na tvar

oo
po = Z pi(cos ay, cos kx + sin ay, sin kx) =
k=1

=po+ Y prcos(kz +ax) = po+ Y prcosk(z + Br);
k=1 k=1

v poslednim souétu jsme polozili S = a/k. Tohoto tvaru vyuzijeme v nésledujicim
tvrzeni:

Véta 4.7.3 (Cantor). Necht trigonometrickd tada (4.35) konverguje na nedegenerova-
ném intervalu I = [a,b] C R. Potom

lim axr = lim b, = 0.

k—oo k—oo
Poznamka 4.7.4. Jak pozdégji ukazal Lebesgue, 1ze v predpokladech nahradit interval
I kladné délky libovolnou mnozinou kladné Lebesguevy miry. My nebudeme tak obecné
tvrzeni potiebovat. Budeme tak moci vyuzit myslenku ptivodniho Cantorova dikazu.

Dukaz. Tvrzeni dokdzeme sporem. Predpokladejme, Ze posloupnost nezapornych cisel
pr nekonverguge k 0. Pak existuje § > 0 takové, Ze nerovnost

pp >0 (4.36)

je splnéna pro nekone¢né mnoho k € N.

Ozna¢me d = b—a a zvolme k € N tak, aby platilo (4.36) a zaroven kd > 2m. Probihéa-
li z interval [a, b], probéhne x— G rovnéz interval délky d. Proto funkce x +— cos k(z—fx)
nabude vSech hodnot z intervalu [—1,1] a existuje nedegenerovany uzavieny interval
I C [a,b] tak, ze cosk(x — Br) > 1/2 na I1, a tedy

NS

prcosk(x — Br) >

pro vSechna z € I;. Ozna¢ime [a1;b1] = I1 a zvolené k symbolem ki. Postupujeme
analogicky dale a pro di = b1 — a1 zvolime k > ki tak, aby pro né platilo (4.36)
a kdi > 2m. To ndm umozni sestrojit posloupnost do sebe zarazenych intervalt I,,,
v jejichz priniku existuje podle Cantorovy véty bod p € [a;b]. Pak vSak

lim pg,, coskn(( — Br,) #0
a fada 2, pk cos k(z — Br) nekonverguje v bodé ¢, coZ je hledany spor. O
Predpokladejme nyni, Ze existuje takové M > 0, ze pro koeficienty trigonome-

trické rady

a | .
> + ; ay, cos kx + by, sin kx (4.37)

plati |ax| < M, |bx| < M, k € N. Podminka je zfejmé splnéna napf. pro Fourierovu
fadu funkce f € P(27). Jestlize fadu formalné dvakrat ¢len po ¢lenu zintegrujeme,
dostaneme

> kx + by sink
%f—l—Cm—l—D—ZakCOS :Ek—z k Sln x.
k=1

Rada v predchizejicim vyjadieni zfejmé konverguje absolutné a stejnomérné v R.
Polozme pro z € R

ag coskx + by sinkx
k2 ’

F(x):%xQ—I—CI—I—D—Z
k=1

funkci F' budeme nazyvat Riemannovou funkct trigonometrické fady (4.37).
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Definice 4.7.5. Je-li F' Riemannova funkce trigonometrické fady (4.37) a exis-
tuje-li Schwarzova derivace D?F(x), pak budeme fikat, Ze fada (4.37) je v bodé
xo Riemannovsky sc¢itatelnd k hodnoté D?F(zp).

Véta 4.7.6 (Riemann). Jestlize pro koeficienty trigonometrické tady (4.37)
plati limy oo ar = limg—, o0 by = 0 a Tada v bodé x¢ konverguje k souctu s € R, po-
tom je fada (4.37) v bodé xo scitatelnd Riemannovou metodou rovnéz k souctu s.

Diikaz. Jestlize pouzijeme elementarni apravy, dospéjeme snadno po jisté namaze
k rovnosti
4h?

sin kh)2

0 .
= 7"’2 akcoskx—l—bksmkx)( oh

k=1

Oznacime-li nyni zkracené

(o]
) _ .
Ay = 5 A = Zakcoskx+bks1nkx, keN,
k=1
staci ukézat, ze z konvergence
o0
Ao+ > Ap=s

k=1

vyplyva

o (5 () <

Z konvergence fady Y ;- ; Ay plyne, Ze pro libovolné € > 0 existuje m € N tak,
ze pro zbytek R, = Y77 | Ay je |R,| < e. Jakmile n > m, plyne ze vztahu

lim (fracsm khkh)

h—0

existence § > 0, pro néz

’AO+ZAk(smkh) ZAk‘<5

jakmile |h| < 4. Protoze je téz

‘iAk—s —|Rm| <e
k=0
a plati
sin kh sin kh sin kh
A0+2Ak( ) AO+ZAk( ) k;HAk( ) (4.38)

vyplyva odtud

‘A—i—mA Sinkh2—s‘<26
0 ; ’“( kh )

a staci tedy ukézat, Ze posledni soucet v (4.38) je ,libovolné maly“ pro dostatecné
malé |h|. Plati

oo oo

Y a(T) = X e m ()

k=m+1 k=m+1
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a pro libovolné h pii k — oo je

k—o0

takze pomoci Abelovy parcidlni sumace dostaneme

sin kh sin(m + 1)h
k% (%) = (m+Dh

o0

-y Rk((SiZ:h)Q—(sin(k+1)hk+1)h)2).

k=m-+1

Odhadneme absolutni hodnotu vyrazu

|5 (B seve 3 (B (B ny

sta¢l ukazat, ze posledni soucet lze odhadnout nezavisle na h, coz provedeme
takto:

)

S (ERERY (snh + (e + 1n) ; / e (g | <
k=m+1 kh
< [ ) e < /0 !a(s%”) !dt-

Snadno vypocteme

d (sint)2 725int tcost —sint

de\ ¢ t 2 ’
takze integrand je omezeny v okoli bodu 0 a pro dostatecné velké ¢ ho lze odhad-
nout shora funkei 2(¢ + 1)/t3. Z toho vsak jiz plyne dokazované tvrzeni. O

Riemannova s¢itaci metoda nam umozni dokazat zajimavou vétu. Pfipomerime
jiz. dfive zminény Kolmogoroviv vysledek, podle néhoz existuje funkce z P(27),
jejiz Fourieova fada nekonverguje pro kazdé x € R. Ukazeme, ze pouziti Rie-
mannovy scitaci metody tento ,nedostatek” odstrani. Nejdiive vSak dokazeme
zajimavou vétu o jednoznacnosti.

Véta 4.7.7 (Cantor 1853). JestliZe trigonometrickd tada

% —l—;akcoskx—i—bksinkx

konverguje k 0 pro kazdé x € R, potom ay = by, = 0.

Diikaz. Podle Cantorovy Véty 4.7.3 mé uvazovana fada stejné omezené koefici-
enty. Ozna¢me F jeji Riemannovu funkci. Podle predeslého tvrzeni je D2F(z) = 0
pro vsechna z € R a F' je linearni:

F(z) = Ax+ B.
Zaroven vsak plati

ay cos kx + b sin kx
k2 ’

F(w)z%ﬁ—i—Cw—i—D—Z
k=1

takZe po porovnani a Upravé mame

ao o B . ay cos kx + by sin kx
Z.CC —|—A1I+Bl—z k2 .

k=1
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7 periodicity sou¢tu vpravo vyplyva, ze ag = A1 = 0, takZze

>\ aj, cos kx + by sin kz
BFZ k2

k=1

a fada konverguje stejnomérné, piicemz ay/k?, by /k? jsou Fourierovy koeficienty
jejiho sou¢tu (= Bj). Z toho vSak jiz plyne ar = by = 0 pro vSechna k € N;
rovnost ag = 0 jsme jiz dokazali, ¢imz je diikaz tvrzeni dokoncen. O

Zajimavy vysledek poskytuje nasledujici véta:
Véta 4.7.8. Necht f € P(27) a necht

1 o0
f(z) = 540 + Z(ak coskx + by sinkz) .

k=1

Potom
() :/0 F(eydr — %

je 2m-periodickd funkce, jejiz Fourierova tada konverguje stejnomerné na R k fun-
kci @. Fourierova Tada funkce f je riemannovsky scitatelnd skoro vsude v R

k funkci f.

Dikaz. Funkce @ je absolutné spojita a mé tedy konecnou derivaci na kazdém
intervalu [a,b] C R. Déle je

27
&(x +2m) — P(x) = ft)dt —mag =0,
0
takze @ je 2m-periodicka. Jeji Fourierova fada tedy podle Dirichlet-Jordanova
kritéria konverguje stejnomérné na R. Jeji koeficienty Ay, By snadno spocteme

1 2
By, = —/ P(t)sinktdt =
™ Jo
1 2 1 2 1 1
- — [¢(:17) cos k:z:L:O + — ; (f(t) ~3 ao) coskt dt = Tk
a analogicky téz A, = —by/k. Vidime tedy, ze Fourierova fada funkce & je

1 >\ —by coskx + ay sin kx Ap > by
—A kde — = )

Jeji koeficienty lze tedy spocitat formalni integraci Fourierovy fady f. D&le pro
Riemannovu funkei F' funkce f plati F'(x) = &(z), = € R a jelikoz je &' (x) = f(x)
skoro vSude v R, je

D?F(z) = ®'(z) = f(z) A —sv.vR.

4.8 Fourierova transformace

Jestlize mé f € C(2m) kone¢nou variaci na kazdém [a;b] € R, pak {cx}72

—00)

1 [" ;
k= — (e *dt, ke,
2 J_,
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je omezend posloupnost, ¢, — 0 pro |k| — oo a pro kazdé = € R je

o0
Z ckeik;ﬂ
k=—o00
Nejjednodussi zobecnéni tohoto vyjadieni se tyka periodicity: pro funkci f €
C(27) s lokélné koneénou variaci plati

o0

flay="3" ei’””(% / ; Ftye ™ at).
™ J -7l

k=—o0

Pokud v intuitivni roviné provedeme limitni pfechod pro | — oo a nahradime
soucet integralem, dostaneme vztah

f(z) = %/_OO ekt (/_OO f(v)e_it”dv) dt ,

ktery ma alesponl zdanlivé nékteré vyhody: analogii f(k) je nyni funkce f, vztah
mezi f a f je ,symetri¢téjSi“ a periodicity f jsme se zcela zbavili. Nic jsme nedo-

kdzali, ale tato ivaha nam poslouzi jako voditko pro dalsi postup.
Je-li f € Li(R) = Ly, pak lze definovat

(t):/jo Fw)e ™ dv tER,

protoze integral vpravo konverguje pro vSechna ¢ € R. Funkci fbudeme nazyvat
Fourierovym obrazem nebo Fourierovou transformact funkce f. PFipominame, Ze
stéle ztotoziiujeme f s t¥idou funkci g méfitelnych na R, pro néz f = g skoro
vsude na R, tj. s prvky prostoru L;. Zobrazeni f — f také nazyvame Fourierova
transformace. Vsimneme si nejprve jeho zakladnich vlastnosti.
Tyto vlastnosti jsou dtisledkem transla¢ni invariance Lebesgueovy miry a toho,
e (komplexni) exponencidla vyhovuje funkciondlni rovnici

o(s+t)=w(s) ), stek.

Vyuzivame také poznatki z teorie miry a integralu. Vyklad v jingch ucebnicich se
miZe nepodstatné lisit napf. v tom, jak nalozime s faktorem 1/27, tyto odliSnosti
vSak nejsou podstatné.

Pripomenme, Ze pracujeme s normou

o 1/p
|f|p=(/_ If(t)l”dt> S 1<p<oo,

a ze konvoluce funkei f,g € Ly je definovana vzorcem

(f * 9)a / f(z = y)g(y)dy

Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace popisuje tvrzeni:

Véta 4.8.1 (vlastnosti Fourierovy transformace). Nechtf o, A\ € R, f € L.
Potom plati:

~

(a) Je-li g(x) = f(x)e'™*, pak G(t) = f(t — ).
(b) Je-li g(x) = f(x — o), pak g(t) = f(t)e "

o~

(c) Jeslige Ly ah=fxg, pak h(t) = f(t) - 5(t)

(d) Je-li g(x) = F(=x), pak §(t) = f(¢).

P
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() Je-li g(x) = f(z/\), A >0, pak G(t) = Af(At).
(f) Je-li g(x) = —ixf(z) € Ly, potom f md derivaci a §(t) = (f)l(t)

Dikaz. Vétsinu z uvedenych vlastnosti 1ze ovéfit trividlnim vypoctem. Ukazeme
si to na dvou méné ziejmych z nich: uzitim Fubiniovy véty dostaneme v (c)

ﬁ(t)—/oo —itv / flo—u)g(u)d )dU:

:/7009()*““@/ flw—u)e " do = G(t) - f(t).

Podobné pro s # ¢t dostaneme v (f) dosazenim

,f / ot —i(s—t)v -1
Z'U d .
s—t Ut s—t ) v

Pro u # 0 dostaneme elementarnimi tpravami odhad

e v —1 | cosvu — isinvu — 1|
‘ } < < Jul.

u |ul

7 néj a z predpokladt plyne moznost pouzit Lebesguevovu vétu o dominované
konvergenci a dostat tak limitnim pfechodem pro s — ¢

(YO == [ e o = Zf@)

O

Vyuzijeme-li vlastnost (b) z Véty 4.8.1, dostaneme jako Fourieriiv obraz funkce

flz+a) = f(x)

funkci

To nas privadi na myslenku, ze bychom jako Fouriertiv obraz f’ mohli obdrzet
funkci ztf( ). Pro funkci f, pro kterou f, f' € L; a f je primitivni funkei k f,
dostaneme tento vztah pomoci metody per-partes

= /:: fw)e ™ dv =

= f(t)e ™ :i_ + it /OO fv)e ™ dv =it f(t). (4.39)

V dalsim vyuzijeme nasledujici lemma:

Lemma 4.8.2. Oznacime-li pro funkci f ay € R

fy(iC):f(x—y), .’IIER,
pak pro f € L, je zobrazeni y — f, stejnomerné spojité zobrazeni R do L,.

Diikaz. Z teorie Lebesgueova integralu je znamo, ze k funkci f a ¢islu € > 0 lze
nalézt spojitou funkei g s nosi¢em v intervalu [ —a,a], a > 0, tak, ze || f —g||, < €.
Ze stejnomérné spojitosti ¢ na R dostaneme pro libovolné zvolené £ > 0 takové
0. = 0, pro néz

s —t] < 5= lg(s) — g(t)] < (3a) /7.
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Odtud plyne
/ lg(z —s) — g(x — t)[Pdz < (3a) 'eP(2a+0) < &P,

atedy i ||gs — g¢]|p < €. Dale je

Ifs = fellp < I1fs = gsllp + lgs = gellp + lge = fellp < 3¢,
coz jiz dava dokazované tvrzeni. O

Ptimo z definice Fourierovy transformace dostaneme odhad
For< [ it < [ jrela =1
—0o0 —o0
Méné je jiz zfejmé nasledujici tvrzeni:
Véta 4.8.3. Fourierova transformace zobrazuje prostor L1 do prostoru Cy vSech

funkci g spojitych na R, pro néz je

lim g(x)=0.

x| —o00
Dikaz. Snadno nahlédneme, Ze

o~ ~

fen) = Fol < [ 15)etr el au

— 00

Integrand vpravo je majorizovan funkci 2| f| a pro kazdé v € R konverguje k 0 pro
tn, — t. Pomoci Lebesgueovy véty o dominované konvergenci plyne odtud spojitost
funkce f. Z definice

fle) = / f(v)e ™ dv (4.40)
a ze vztahu e™ = —1 snadno obdrzime obdobné jako v diikazu Tvrzeni 4.5.4
Ft)=— / f(v)e 0t/ gy = — / f(v - %)e*“v do . (4.41)

Sectenim (4.40) s (4.41) dostaneme
250 = [ (#0) = (o= F))e v av.

z ¢ehoz jiz snadno vyplyva

21f®)] < I1f = fasell =0
pro t — =£oo. Tim je dikaz dokoncen. O

Piiklad 4.8.4 (dulezity). Pfipomerime si vztah z Véty 4.8.1 (f) a dale rovnost
(4.39), kterd plati v piipadé f’ € Lq:

~ — — —~

(F)(t)=—itf(t),  (f)(t) = itf(t).

Vyuzijeme je pro uréeni Fourierova obrazu funkce f(z) = e~z € R. Ziejms je

f'(x) = =2z f(x) = 2i - ix f(x), z éehoZ plyne

~ o —

f1(t) = 2i-itf(¢).
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7 této rovnosti dostaneme
itf(t) = —2i(f)'(t),

takze f je feSenim jednoduché diferencidlni rovnice

’ T

Y Z—gy-

Obecné feSeni této rovnice je tvaru y = Ce=="/4, Jeo tedy
o0
f(t) = Ce /4 = / e Ve dy ,
— 00
z ¢ehoz dostaneme C = f(O) = [~ e~ dv = /7. Z nalezeného vzorce dostaneme
podle Véty 4.8.1, (c)

/e = \Jmaeot' /4
a volbou a = 2 dospéjeme k funkci f(x) = e*x2/2, pro kterou plati f: V2m - f.

4.9 Inverzni Fourierova transformace

Vsimneme si kratce inverzni Fourierovy transformace f —— f. Zde je tieba si
uvédomit, ze pro f € L; je sice f € Cy, avSak obecné neplati f € L;. Pokud
bychom chteh postupovat pfi hledani inverzniho zobrazeni mechanicky a pouzili
avodni intuitivni tvahy, dostaneme se do obtizi:

—/ ft)e™ dt = —/ e'rt dt/ fwe ™dv =
T ) o 2 J_ oo
1 oo o0 X
= %/_OO f(v)dv /_OO elr=vtgy

nedava dobry smysl, protoze posledni z integralti neexistuje. Musime tedy postu-
povat opatrnéji.
Snadno spocteme, Ze pro f,g € L je

/O; f(t)g(t)dt:/ / flv —””dv) dt =
oo e [
)

Nyni za g zvolime e™!g(t), t € R. Tak dostaneme pomoci Véty 4.8.1, (a)

| Fwaeta = [ s - aa

Opét uzijeme Vétu 4.8.1 a dostaneme

[ Featn= [ g -y

Konecné uzitim Véty 4.8.1 dostaneme pro g(t) = @(at) vzorec

/f JeiTtd( atdt—/ (v )dv.

Zbytek tvahy, vedouci k inverzni Fourierové transformaci, spoc¢iva v sikovné volbé
funkce @. Budeme ji volit s co ,,nejhez¢imi“ vlastnostmi:

® € Ly, ® spojité a omezens , (0) =1, & € L. (4.42)

Takové funkce existuji, jednu z nich jsme nalezli v P¥ikladu 4.34. Tak dostaneme
nejprve v obecném tvaru tvrzeni:
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Véta 4.9.1. Necht funkce & vyhovuje podminkdm (4.42). Predpoklddejme ddle,
ze f € Ly. Potom pro a — 0 plati

: > 1 RS izt _
lim _Oo‘f(a:) - %/_OO F(t)e "t d(~at)dt |dz =0,
tj. funkce
1 [~ . ~
2—/ ft)e™ d(—at)dt = (f * ®o)(z)
™ — 00
_ . _ ~ 1 ~rx
konverguje pro a — 0 v normé || - ||1 k funkci f. Zde P,(x) = — @(—).
a \a

Nezli pristoupime k ditkazu tohoto tvrzeni, pripomeneme tvahu, kterou jsme
délali v souvislosti s Weierstrassovou vétou o aproximaci. Rozsifime-1i napt. funkci
f € C([a,b]) spojité se zachovanim oznaeni f na celou redlnou osu R tak,
aby byla mnozina {z € R; |f(z)| > 0} omezend (funkcim s touto vlastnosti se
Casto tika spojiteé funkce s kompaktnim nosicem; tyto funkce tvori linedrni prostor
Cr(R)) a chédpeme-li konvoluci f * @ funkce f s jaddrem P, tj.

f@) = [ o -na

jako zobrazeni do Ci(R), je pfirozené se ptat, zda existuje takové jadro &, pro
které by toto zobrazeni bylo identitou na Ci(R). Prozradime, Zze odpovéd je ne-
gativni, avSak lze nalézt takova jadra @y, pro kterad plati f x @, — f pro k — oo.
S podobnou problematikou jsme se setkali jiz vicekrat (pfipomerime podobnost
s problematikou funkci z C(27) a Fejérovymi jadry K,,), proto si ji vS§imneme za
ponékud obecnéjsich pfedpokladti podrobnéji.

Véta 4.9.2. Necht &y je posloupnost funkci z L1, takovd, Ze
(a) limp_oo [T Pi(t)dt = c ezistuje;
(b) [T [Pe(t)] dt < M < oo pro viechna k € N;

(c) pro vsechna § > 0 je

lim | Dp(t)]dt =0.
k=oo Jit;1e) > 6}

Potom pro vSechny funkce f € C.(R) plati

lim || f+x®Pr —cf] =0, (4.43)
k—o00
kde || - || je supremovd norma na R. Analogické turzeni plati pro konvergenci v L,

tj. pro kaZdou funkci f € L,, 1 < p < o0, je

klim | f*xPr—cflp=0. (4.44)

Diikaz. Oznacéme ¢y, := [ & (t)dt. Nésledujici tvaha se asto provadi v souvis-
losti s Weierstrassovou vétou; srv. s Landauovym dikazem této véty v [69], s. 406.
Ziejmé

o0

(f # ®p) (@) — i f(2) :/ (f(z—y) = f(2) Pr(y) dy -

— 0o

Funkce f € Ci(R) je na R omezend a stejnomérné spojita, takze ke kazdému e > 0
existuje 0 > 0, pro které z |z — y| < ¢ vyplyva | f(z) — f(y)| < e. Plati

IM*Qrwwﬂémm/mIﬂx—w—fwﬂwédwmy- (4.45)

x€R J —
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Integral v pfedchazejicim odhadu rozdélime na integraly pfes mnoziny
A={yeR;lyl <o}, B:={yeR;lyl > d}.

Prvni z absolutnich hodnot v integrandu v (4.45) je na A odhadnuta ¢islem ¢ a
na B hodnotou 2| f]|. Odtud dostaneme || f * & — cif || — 0. Koneéné (4.43) je
dusledkem nerovnosti || f « @ —cf || < || f*Pr — e f || + |c— ekl - | F]I-

K dikazu (4.44) pouzijeme toho, ze prostor Cr(R) je hustym podprostorem
prostoru L, pro vSechna 1 < p < co. Je-li ddna funkce f € L, a zvolime-li € > 0,
nalezneme nejprve g € Ci(R) tak, ze || f — g ||, < . Potom

| f*®r—gx* Py |, < el|Pklls < Me

nezdvisle na k € N. Zvolime jesté interval [a, b] tak, Ze g se anuluje v8ude mimo
tento interval. Pak volbou n € N lze dosahnout toho, zZe pro vSechna k > n je

9% Pk —gllo <¢,
z ¢ehoz dostaneme
g+Pr—glp <ed—a).
Pokud nyni pouzijeme odvozenych dil¢ich odhadti, pak pro vSechna k& > n je

[fx @i = fllp <N f*Pk —gxPrllp+ g% Pk —glp+ 19— Flp <
<eM+e(b—a)+e,

z ¢ehoz uz snadno plyne (4.44). O
Diikaz Vety 4.9.1. Podle pfedchazejiciho lemmatu dostavame
f o= b, — c f

v L1, kde ¢ = ffooo i(t)dt. Zbyvé dokazat, Ze toto ¢ nezavisi na volbé @, coz
provedeme v priibéhu diikazu nasledujiciho tvrzeni: O

Véta 4.9.3. Necht f € Ly a také ]?E Ly. Potom f je skoro vsude rovna spojité
funkci. Predpoklddejme tedy, Ze f je spojitd. Pak pro vsechna x € R
1 [~
f@) =5 [ Fear.
2 J_

Diikaz. 7 Véty ... a z Lebesgueovy véty o dominované konvergenci (f je omezend
a spojitd) dostaneme

tim [ (e 9(~ar)dt = / Ft)e=t dt

— 00

(je ©(0) = 1). Pro skoro vSechna z € R plati

cf(x) = /700 Fle)et dt .

Odtud ale vidime, Ze ve skute¢nosti ¢ nezavisi na konkrétni volbé &. Polozime-li

Flz) = % /7 " Flete dt

dostdvame F(z) = (1/2m) ~A(—x) a pfitom F = f skoro vSude v R, coz dava
tvrzeni véty. O

Dusledek 4.9.4. Je-li f € L1 a ]/C\E 0, potom f =0 s.v. v R.
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